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Predgovor

Ovaj tekst je nastao na osnovu predavanja koja drzim iz predmeta Elektrodinamika, odnosno
Elektrodinamika 1 i 2 studentima teorijske i eksperimentalne fizike na Fizickom fakultetu,
Univerziteta u Beogradu. Elektrodinamika sa teorijskom mehanikom, kvantnom mehanikom
i statistickom fizikom spada u bazi¢ne kurseve u svakom studijskom programu fizike. Na ovim
kursevima sticu se metodoloska znanja neophodna za uspesno savladavanje drugih kurseva, kao
Sto su: fizika ¢vrstog stanje, kvantna teorija polja, fizika plazme, fizika cestica, fizika atoma i
molekula i druge. Drugim rec¢ima, ovi kursevi su neka vrsta ulaznice u modernu fiziku.

Literatura iz elektrodinamike je dosta Siroka. Delimi¢na lista je data u spisku literature, na
kraju ove Knjige. Medjutim, knjige [1] i [2] su svakako najstandardniji udzbenici elektrodinamike
na vec¢ini Univerziteta. Ja Vam toplo preporucujem da koristite ove dve knjige.

Sadrzaj ove knjige je odredjen fondom ¢asova predmeta Elektrodinamika 1 i 2 na Fizickom
fakultetu, ali i sadrzajem drugih kurseva na nasem Fakultetu. U prvoj glavi se uvodje os-
novne velicine koje opisuju naelektrisanje i elektromagnetno polje u klasi¢noj elektrodinam-
ici. Druga glava zapocine sa rekapitulacijom elektrostatike i magnetostatike, a zatim se uvode
Maksvelovim jednac¢inama koje opisuju elektromagnetno polje naelektrisanja u vakuumu. U
poslednjem poglavlju se uvode potencijali elektromagnetnog polja. Naredno poglavlje posve¢eno
je jednacinama elektromagnetnog polja u sredinama. U ¢etvrtom poglavlju pokaza¢emo da elek-
tromagnetno polje ima energiju, impuls i moment impulsa. Naredna glava je posveéena rel-
ativistickoj simetriji koju poseduje elektrodinamika. Relativisticka simetrija elektrodinamike,
zajedno sa njenom kalibracionom simetrijom uvedenom u drugoj glavi su osnova moderne fizike.
U ovoj glavi Maksvelove jednacine se dobijaju Hamiltonovim varijacionim principom, koji je
jedan od stubova teorijske fizike. Recimo samo da npr. Landau u knjizi [2] polazi od dejstva
za elektromagnetno polje i iz njega izvodi Maksvelove jednacine. U glavama koje smo do sada
nabrojali dati su opsti koncepti elektrodinamike. Naredne glave posvecene su reSavanju konkret-
nih elektrodinamickih problema. One zapoc¢inju sa statickim poljima u vakuumu i u sredinama.
Posebna paznja posveéena je matematickoj tehnici za nalazenje potencijala, odnosno polja u
razlicitim situacijama. Elektromagnetni talasi u vakuumu i sredinama bez disperzije su sadrzaj
naredne, desete glave. Zatim se, u narednoj glavi analizira elektromagnetno polje koje generisu
naelektrisanja u kretanju, kao i uslovi pod kojima ovakvi sistemi zrace elektromagnetne talase.
Poslednje glave posveéene su promenljivim poljima u sredinama. Na kraju su ¢etiri matematicka
dodataka. Prvi dodatak su formule iz vektorske analize. U naredna tri sumirane su osobine Di-
rakove delta funkcije, Lezandrovih polinoma i Beselovih funkcija.

Veliku zahvalnost dugujem kolegama Milanu Knezevi¢u i Mariji Dimitrijevi¢, profesorima
Fizickog fakulteta, koji su mi kao recenzenti ove knjige puno pomogli svojim sugestijama.
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Glava 1

Naelektrisanje i elektromagnetno polje

U prvom poglavlju ove glave uvode se osnovni pojmovi klasi¢ne elektrodinamike: naelektrisanje i
elektromagnetno polje i diskutuje njena primenljivost. U drugom poglavlju definisane su gustine
naelektrisanja i struja, a u slede¢em je pokazano da one zadovoljavaju jednac¢inu kontinuiteta,
tj. zakon odrzanja naelektrisanja. Odrzanje naelektrisanja je jedan od fundamentalnih zakona
prirode. Posebna paznja posvec¢ena je Dirakovoj delta funkciji i njenoj primeni u elektrodinamici.

1.1 Uvod

U prirodi postoje cetiri interakcije: gravitaciona, elektromagnetna, slaba i jaka. Gravitaciona
interakcija dominira u nasem Univerzumu i u Suncevom sistemu. Mnogi efekti ove interakcije
su vam poznati. Ona je odgovorna za plimu i oseku na Zemlji. Slabe i jake interakcije su
vezane za mnogo nize skale, reda dimenzija protona i manje. Elektromagnetna interakcija je
interakcija izmedju naelektrisanih tela. Ona je pored gravitacione interakcije dominantna u
nasim zivotima. Mnoge makroskopske sile, kao npr. sila trenja, su sa mikroskopske tacke
gledista elektromagnetnog porekla. Interakcije izmedju atoma i molekula unutar makroskopskih
sredina, kao i interakcije unutar atoma i molekula izmedju njihovih naelektrisanih ¢estica su
takodje elektromagnetne. Ova knjiga je posvecena klasi¢noj elektrodinamici, sto znaci da ¢emo
analizirati one situacije u kojima su kvantni efekti zanemarljivi.

Dva osnovna entiteta u elektrodinamici su naelektrisanje i elektromagnetno polje. Naelek-
trisanje je izvor elektromagnetnog polja. Tela se mogu naelektrisati medjusobnim dodirom i/ili
trljanjem. Pri tome elektroni sa jednog tela prelaze na drugo telo. Tela sa viskom, odnosno
manjkom elektrona su negativno, odnosno pozitivno naelektrisana. Naelektrisanje elektrona je

prvi, 1910. godine, izmerio Mileken. Ono iznosi —e = —1,6- 107! C. Naelektrisanje nekog tela
je celobrojni umozak elementarnog naelektrisanja!, e tj.
QQ=Ne NeZ.

Dakle, naelektrisanje tela je diskretno i izrazeno preko ’kvanta’ elementarnog naelektrisanja.
Medjutim, u vecini primera visak ili manjak elektrona tela, N je dosta veliki. Iz tog razloga

!Naelektrisanje kvarkova nije celobrojan umnozak elementarnog naelektrisanja, npr. neelektrisanje up-
(gornjeg) kvarka je (2/3)e.
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Slika 1.1: Elektri¢éno polje dva tackasta naelektrisanja

mozemo smatrati da je naelektrisanje tela kontinualna funkcija. To se vidi iz slede¢eg primera.

Naelektrisanje metalne kugle polupreénika » = 10 cm, ¢iji je potencijal ¢ = 100V je
Q = 4regdpR = 1077 C .

Lako se dobija da je N ~ 10,

U poglavlju 1.6 vide¢emo de se elektromagnetno polje odredjuje preko sile kojom polje deluje
na tackasto naelektrisanje. Elektromagnetno polje ima impuls, energiju i moment impulsa. Ove
velicine ¢emo uvesti u 4 glavi ove Knjige. Elektromagnetna interakcija se u vakuumu prenosi
brzinom svetlosti ¢ = 3 - 1032 .

Ukoliko je impuls fotona mnogo manji od impulsa sistema, py < p, onda merni aparat ne vidi
pojedinacane fotone. Tada primenjujemo klasicnu elektrodinamiku. Naveséemo dva primera.
Jacina elektri¢nog polja sijalice snage P = 100W na rastojanju ! = 1 m je E = 50 Vm ™. Fluks
fotona je ny = 10" 1. Elektricno polje antena snage P = 100W, frekvence v = 10°Hz na
rastojanju [ = 100km je F = 5uVem™! dok je fluks fotona ny = 1012CI§25. U oba slucaja broj
fotona je veliki pa elektromagnetno polje opisujemo vektorima ja¢ina polja E(r,t) i B(r,t), tj.
koristimo klasi¢nu elektrodinamiku.

Rasejanje fotona na elektronu (v 4+ e~ — v + e7) je Komptonov efekt. Impuls fotona je
Dy = %“, dok je impuls elektrona reda p. ~ mec. U ovom slucaju ”vidimo” pojedinacni foton,
pa je klasi¢cna elektrodinamika neprimenljiva. Da bi analizirali ovaj proces moramo primeniti

kvantnu elektrodinamiku. Klasi¢na elektrodinamika je limes kvantne elektrodinamike.

1.2 Naelektrisanje

Prvo ¢emo uvesti pojam tackastog naelektrisanja. To moze biti aproksimacija naelektrisanog
tela Cije dimenzije mozemo zanemariti u datoj situaciji ili stvarno tackasto naelektrisanje, kao
Sto su elementarne cestice. Elementarne cestice, u koje spadaju leptoni i kvarkovi, su cestice bez
unutrasnje strukture.

Ve¢ smo rekli da u mnogim situacijama mozemo smatrati da je naelektrisanje neprekidno ras-
poredjeno unutar neke oblasti. Tada govorimo o kontinumu naelektrisanja. Model kontinuma je
zasnovan na pojmu fizicki beskonacno male zapremine AV}, i fizicki beskonaéno malog intervala
vremena, Aty. Neka su dimenzije makroskopskog sistema L, i neka je [ srednje medjumolekulsko
rastojanje. Fizicki mala zapremina je mnogo manja od zapremine celog sistema, ali mnogo veéa
od 13, tj.

P< AV, < L? .
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Ona sadrzi veliki broj cestica, ali ipak mnogo manje nego $to je njihov ukupan broj u sistemu.
Osnovna ideja modela kontinuma je da "ne vidimo” granulastu strukturu materije, tj. da ne
pravimo limes AV — 0 oko tacke u prostoru. Tako su nam tacke razmazane u zapremini AVj.
Potpuno analogno se uvodi i fizicki beskonacno mali interval vremena Aty koji zadovoljava

[
;<<Ato<<T7

gde je v srednja brzina molekula, a T" karakteristicno vreme sistema.
Sa Agay (t) obelezi¢emo naelektrisanje koje se nalazi u zapremini AV oko tacke r u trenutku
t, a sa (Agay(t)) srednju vrednost ovog naelektrisanja usrednju unutar vremenskog intervala

t— %,t + %) Gustina naelektrisanja? je definisana sa

p(r,t) = lim (Baav(®) :

AV AVy, At—Atg AV (1.2.1)

Jedinica za zapreminsku gustinu naelektrisanja je Cm™>. Ukupno naelektrisanje koje se nalazi
u oblasti V', u trenutku ¢ je

Q= /Vd?’rp(t,r) .

Kretanje neprekidne sredine je opisano poljem brzine v = v(r,t). U elektrodinamici ¢emo
uvesti jedno drugo vektorsko polje koje opisuje kretanje kontinualne naelektrisane sredine. Naelek-
trisanje dg koje za vreme dt prodje kroz povrsinu dS sa slike 1.2 je

dqg = p(r,t)dS - vdt = j(r,t) - dSdt .
U prethodnom izrazu velicina j(r,t) = p(r,t)v(r,t) je vektor gustine struje. Njegov intenzitet je

jednak pozitivnhom naelektrisanju koje u jedinici vremena prodje kroz jedini¢nu povrsinu postavl-
jenu normalno na pravac prenoSenja naelektrisanja. Jacina struje kroz povrs S je ocigledno

I:/j-dS,
S

tj. ona je fluks vektora gustine struje.

1.3 Dirakova delta funkcija

Definisimo funkciju d.(z — a) na sledeéi nacin
de(x —a)=—=e = . (1.3.2)
Normalizacioni faktor 1/(e4/7) je izabran tako da vazi

/ de(x —a)der =1 .

2Koristi se i termin zapreminska gustina naelektrisanja.
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Slika 1.2: Naelektrisanje koje se nalazi u iskosenom valjku proéi ée kroz povrsinu dS za vreme

dt.

Slika 1.3: Funkcija 0.(x — a).
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U tacki = a ova funkcija ima maksimalnu vrednost 1/e. Sirina krive je proporionalna sa e.
Kada smanjujemo parametar ¢ funkcija d.(z — a) postaje sve uza i uza i sve visa i visa. Povrsina
ispod ove krive ne zavisi od paramaetra €, pa je ona jednaka jedinici i nakon limesa ¢ — 0. Delta
funkcija je limes funkcije 6.(z — a) kad € — 0, tj.

0, z#a

Y
00, T=a

d(x —a) :liﬁr\%éa(x—a) = { (1.3.3)

pri cemu je zadovoljeno

/OO Sz —a)dx=1. (1.3.4)

Delta funkcija 6(x — a) je svuda jednaka nuli, sem u tacki x = a gde je beskonacna. Na osnovu
(1.3.4) sledi

/00 )z —a)f(x)dx = f(a) (1.3.5)

za proizvoljnu neprekidnu funkciju f(z). Jednakost (1.3.5) se Cesto uzima za definiciju delta
funkcije. Obi¢no se kaze da delta funkcija izbacuje vrednost podintegralne funkcije f(x) u tacki
x = a. Delta funkcija je zapravo funkcional

da : f(x) = fla),
koji funkiju f(z) preslikava u broj f(a).

Naves¢emo neke osobine delta funkcijeS'

d(az) = a ]5@) (1.3.6)
6(—z) = d(x (1.3.7)
f(@)d(x —a) = =f'(x)d(z — a) (1.3.8)
Z |Jfl ;x (1.3.9)

§(z? —a?) = 2|1a|( (x—a)+d(x+a)). (1.3.10)

U formuli (1.3.9) z; su proste nule funkcije f(x). Dokazimo prvu osobinu, (1.3.6). Smenom
promenljivih £ = ax imamo

/ T f@danyde = [ f/asn™

— oo a

- / " s

B ) 1(0)
_ll/ fefa)o(t)dt =0

= m/ f(z)d(x)dx

30ve osobine vaze pod integralom.
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Time smo pokazali (1.3.6). Specijalno ako u (1.3.6) uzmemo a = —1 dobijamo (1.3.7), tj. delta
funkcija, d(z) je parna. Treéa osobina se pokazuje parcijalnom integracijom. Naime

/_Oo def(z)d'(x —a) = f(z)d(z— a)‘(io — /OO dzf'(2)é(x — a)

(e e} —00

- _/_Oo daf'(z)0(z —a) . (1.3.11)

Da bismo dokazali (1.3.9) podjimo od integrala

/_"0 deg(x Z/IH dag(x)d(f(x)) (1.3.12)

00 i—€

gde integralimo u maloj, € okolini oko svake nule funkcije f(x). Funkcija g = g(z) je proizvoljna
test funkcija. U segmentu (z;—¢, z;4¢) funkciju f(z) éemo aproksimirati sa f(x) = f'(x;)(x—x;),
pa primenom (1.3.6) dobijamo

[ dngstrn = [ an B0 - ) = A2 (1.:3.13)

Prema tome

| sy - Z—@(@))\

> /_Oo dx‘ﬁiizﬂé(@“ — 1), (1.3.14)

¢ime smo dokazali ¢etvrtu osobinu. Peta osobina je specijalni slucaj ¢etvrte, za f(z) = 2 — a®.

U izrazu (1.3.5) mozemo umesto po celoj realnoj osi integraliti u intevalu (¢, d) pri éemu je

c<a<d.

Napomenimo da ukoliko bi se jedna od granica oblasti integracije poklopila sa tackom = = a

imali bismo
d 1
/ dzd(z —a) = 5

a 1
/da:f(a:)é(x—a) = §f(a), (1.3.15)

gde je a < d. Delta funkcija moze biti napisana u integralnom obliku

1
§(x —a') = %/ dke~ k=) (1.3.16)
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Primer 1. Pokazati da se delta funkcija, 0(x) moze predstaviti u obliku

€
0(z) =lim ——— .
(z) 50 (22 + €2)
Primenom ove formule proveriti integralnu reprezentaciju delta funkcija, (1.3.16).
Resenje: Pokazimo da je zadovoljena formula (1.3.4). Lako se vidi da je

/ dzd(z —a) = lim dx ‘

0 =0) 0 (a?+e?)

el
= lim —— arctan —

T |00
e=0 7 € 6’

=1. (1.3.17)

— 00

Da bismo pokazali (1.3.16), oblast integracije po k é¢emo podeliti prema

[e's) 00 0
/ dke'® = / dke™® 4 / dke™** (1.3.18)
—00 0 —00

a zatim ¢emo u drugom integralu napraviti smenu k — —k i dodati mali parametar e:

/ dke’te :lim< / dketkletio _ / dke‘ik(x_“)> : (1.3.19)
oo e—0 0 0
Nakon integracije dolazimo do

/ dke®™ = lim ——— = 276 (x) . (1.3.20)

2 2
0o e—0x“ + €

Trodimenzionalna delta funkcija je definisana sa

/Vd3r5(3)(r — () = f(r) (1.3.21)

gde tacka r’ pripada oblasti integracije V. Ona izbacuje vrednost podintegralne funkcije u tacki
r = r’ pod uslovom da ta tacka pripada oblasti integracije V. U Dekartovim koordinatama
trodimenziona delta funkcija je proizvod tri jednodimenzione delta funkcije

SO —r") =8z — 2oy —y)0(z — 2, (1.3.22)

gde su (z,y,z) Dekartove koordinate vektora r, a (z’,y,z’) koordinate vektora r’. Umesto
Dekartovih koristimo ¢esto koristimo neke druge ortogonalne krivolinijske koordinate. Ako su
koordinate tacaka r, odnosno r’ date sa (&1, &2, €3), odnosno (&, &), &) tada je

1

A (r—1')= mé(& —&)0(6 — &)8(& — &) | (1.3.23)
gde je
J:) O(z,y,2) ‘
a(£17€27£3>
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Jakobijan. Jakobijan u prethodnoj formuli se krati sa jakobijanom u meri inegracije da bi vazilo

[ @9 -r) = [ adsieloe - e -6 -g) -1 (1324)
g g ]

U praksi se najceS¢e susretemo sa cilindicnim i sfernim koordinatama. Trodimenziona delta
funkcija u cilindri¢nim koordinatama je

I(x 1) = =b(p = 9)3(6 = )5z — 7). (1.3.25)
a u sfernim )
& (r—r') = S0 - ")6(p— ¢')o(0 — 0 . (1.3.26)

Iz definicije delta funkcije (1.3.5) sledi da je dimenzija delta funkcije [6(z —a)] = m™!. Dimenzija
trodimenzione delta funkcije je m 3.

1.4 Tackasto, linijsko i1 povrsinsko naelektrisanje jezikom
zapreminskog

Neka se naelektrisanje g, nalazi u trenutku ¢ u tacki sa radijus vektorom r,(t). Gustina naeclek-
trisanja je jednaka nuli za r # r,, dok je za r = r, beskona¢na. Jasno je da je

p(r,t) = ¢ 0P (r — r4(t)) (1.4.27)

kao i
/d3rp(r,t) = qa - (1.4.28)
Zapreminska gustina naelektrisanja sistema od N tackastih naelektrisanja je

N

p(r. ) = qud® (r —ra(2)). (1.4.29)

a=1

Primer 2. Dugacka nit, ravnomerno je naelektrisana sa naelektrisanjem A po jedinici duzine.
Nadi zapreminsku gustinu naelektrisanja p(r).
Resenje: Primenom (1.4.27) imamo

pr) = Y AAz5(2)d(y)d(z — za)

«
o0

= Aé(x)é(y)/ dz'6(z — 2)

—00

= Ad(x)d(y) -
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Sada ¢emo naci zapreminsku gustinu struje za sistem tackastih naelektrisanja. Poc¢i¢emo od
izraza za zapreminsku gustinu struje j = pv i zapreminske gustine sistema tackastih naelek-
trisanja (1.4.29). Kombinovanjem ovih formula dobijamo:

)= gava(t)dP(r —ra(t)) | (1.4.30)

gde je v, (t) brzina naelektrisanja indeksa « u trenutku ¢.

Primer 3. Sfera poluprecnika R ravnomerno je naelektrisana sa naelektrisanjem o po jedinici
povrsine. Ako sfera rotira konstantnom ugaonom brzinom w odrediti gustinu struje, j(¢,r).
Resenje: Neka je w = we,. Koordinate tacke na povrsini sfere su (R, 0,, ¢, ). Brzina delica
na povrsini sfere je
Vo, = w X Re, = wRsint,e, .

Naelektrisanje ovog delica je
Agy = 0 R?*sin 0, A0, Ay, .

Primenom (1.4.30) imamo

1
- 3 _ _ _
j= Ea o R°w sin Haﬂ sin&é(r R)0(0 — 0,)0(p — v )e, A0 A, .

Prelaskom na kontinualnu raspodelu dobijamo

ocwR?

7"2 sin 0

/ / sin® 0'd0'de'd(r — R)S(0 — 0")5(p — ¢)e,
Integracijom po primovanim polarnim uglovima dobijamo

j=owRsinhi(r — R)e, .

1.5 Jednacina kontinuiteta

Naelektrisanje se odrzava u svim procesima u prirodi. Neka je V' nepokretna zapremina unutar
neprekidne sredine. Naelektrisanje u ovoj zapremini je

Q) = [ ey

Ono se menja ukoliko naelektrisanja ulaze ili napustaju oblast V. Promena naelektrisanja u toj
zapremini u jedinici vremena je

d d 3 5 Op
P dt/d rp(r,t) = /Vd vl (1.5.31)



18 GLAVA 1. NAELEKTRISANJE I ELEKTROMAGNETNO POLJE

Sa druge strane promena naelektrisanja u jedinici vremena u oblasti V' jednaka je negativnom
fluksu gustine struje kroz granicu oblasti .S, tj.

d
dQ _ _%j.ds — —/ d®r divj . (1.5.32)
dt S \%4

U poslednjoj formuli primenili smo Gausovu teoremu. Kombinovanjem gornjih relacija dolazimo
do

% +divj=0 . (1.5.33)

Poslednja jednacina je jednacina kontinuiteta i ona je zakon odrzanja naelektrisanja u diferen-
cijalnom obliku.

Neka su u sistemu prisutne razlicite vrste naelektrisanja, npr. elektroni, protoni, joni i
druge naelektrisane cestice. Jedna vrsta naelektrisanih cestica moze prec¢i u drugu, ali tako da
vazi zakon odrzanja ukupnog naelektrisanja. Dakle, odrzava se ukupno naelektrisanje. Zakon
odrzanja naelektrisanja je fundamentalan zakon u prirodi. On vazi ne samo u klasi¢noj, ve¢ i u
kvantnoj fizici.

Primer 4. Pokazati da izrazi (1.4.29) i (1.4.30) zadovoljavaju jednacinu kontinuiteta.
Resenje: Lako se dobija da je

N
% = — anva VB (r — 1y ().
a=1

Sa druge strane primenom (A.0.4) dobijamo

N
divj = Z GaVa - VOO (r —ra(t)).

a=1

1.6 Elektromagnetno polje

Kao sto smo rekli u uvodu elektromagnetno polje se u klasiénoj elektrodinamici opisuje dvema
vektorskim funkcijama: ja¢inom elektricnog polja E(r, t) i magnetnom indukcijom* B(r,t). Elek-
tricno i magnetno polje su Sest skalarnih funkcije koje pridruzujemo svakoj tacki prostora i zavise
od vremena. Polje je sistem sa beskonac¢no puno stepeni slobode.

Elektriéno i magnetno polje se odredjuju pomocu sile

F=¢E+vxB). (1.6.34)

4Cesto se umesto termina jacine elektricnog polja koristi samo elektriéno polje. Umesto termina magnetna
indukcija koristi se magnetno polje (ili ja¢ina magnetnog polja). U ovoj Knjizi mi ¢emo koristiti termin magnetna
indukcija, ponekad magnetno polje. Termin magnetna indukcija se koristi viSe iz istorijskih razloga.
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kojom elektromagnetno polje deluje na probno naelektrisanje q. Ova sila je poznata pod imenom
Lorencova sila. Naravno predpostavljamo da probno naelektrisanje ne perturbuje raspodelu
naelektrisanja i struja koje kreiraju elektromagnetno polje. U slucaju neprekidne raspodele
naelektrisanja Lorencova sila je

F = /pd37"(E+va).
= /(pE+j><B)d3r.

Izraz £ = pE + j x B je zapreminska gustina Lorencove sile.

Kao i svako drugo vektorsko polje i za elektromagnetno se definisu linije polja. Linije elek-
tricnog polja su definisane kao linije ¢ije tangente u datom trenutku vremena su jacCine polja u
datim tackama u tom trenutku vremena. Dakle,

dx dy dz
— — . 1.6.35
E.(z,y,2,t) Ey(r,y,2,t) E.(z,y,21) ( )

Linije elektricnog polja se dobijaju resavanjem gornjeg sistema diferencijalnih jednacina. Linije
magnetnog polja se definisu analogno, tj.

dx dy dz
- = . 1.6.36
BI(x7 y?’Z?t) By(x7y7 Z? t) Bz(x7y? Z7t) ( )

U prethodnim jednac¢inama vreme ¢ igra ulogu parametra.
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Glava 2

Maksvelove jednacine

Ova glava posvecena je Maksvelovim jednacinama za polje u vakuumu. One opisuju klasi¢no elek-
tromagnetno polje. U prvom delu ove glave izlozene su osnove elektrostatike i magnetostatike.
Sadrzaj ova dva poglavlja vam je poznat od ranije, sa kursa Opste fizike. Takodje, razmatra
se elektrostaticko i magnetostaticko polje na velikim rastojanjima od naelektrisanog sistema
cestica. Uvode se velicine koje karakterisu raspodelu naelektrisanja: dipolni i kvadrupolni mo-
menti. Naredno, peto poglavlje posvecéeno je Faradajevom zakonu indukcije. U Sestom poglavlju
uvedene su Maksvelove jednacine, za polje u vakuumu. U poslednjem poglavlju uveséemo po-
tencijale elektromagnetnog polja i analizirati njihovu nejednoznacnost. Ispostaviée se da je ne-
jednoznac¢nost potencijala polja jedna od fundamentalnih simetrija u prirodi, tzv. kalibraciona
simetrija.

2.1 Elektrostatika

U ovom poglavlju izlozi¢emo osnove elektrostatike. Elektrostaticko polje je vremenski nezavisno
polje i njega stvaraju naelektrisanja koja miruju.

2.1.1 Kulonov zakon

Naelektrisanja koja miruju stvaraju elektricno polje koje ne zavisi od vremena, tj. elektro-
staticko polje. Osnovni zakon elektrostatike je Kulonov zakon (kraj 18. veka) i on je ustanovljen
eksperimentalno. Sila interakcije izmedju naelektrisanja ¢; i ¢o u sistemu reference gde oba
naelektrisanja miruju proporcionalna je naelektrisanjima, a obrnuto proporcionalna kvadratu
rastojanja izmedju njih. Kulonova sila je usmerena duz pravca koji spaja naelektrisanja. Ako
su ry i ro radijus vektori naelektrisanja ¢; odnosno ¢, onda je sila kojom naelektrisanje ¢; deluje
na naelektrisanje ¢y (slika 2.1)

1 q192

F., —
12 dmeg [ry — 1y

(rg —11) . (2.1.1)

Konstanta ¢y = 8,85 - 10_12% je elektriéna konstanta vakuuma (ili elektricna propustljivost),
dok je L 9. 109%. Sila kojom naelektrisanje ¢, deluje na naelektrisanje ¢; je Fo; = —Fqo.

4meq

21
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q1 q2

21 12

A
Y

0

Slika 2.1: Kulonova interakcija izmedju naelektrisanja ¢; i g2 istog znaka.

Kako je rotyFio = 0 Kulonova interakcija je konzervativna, tj. sila je negativan gradijent
potencijalne energije

Fio=-V,W. (2.1.2)
Potencijalna energija interakcije! ova dva tackasta naelektrisanja je
1
SR L. (2.1.4)
471'60 ’I'Q — I'1|
2.1.2 Elektri¢cno polje i potencijal
Elektrostaticko polja se odredjuje preko sile koja deluje na probno naelektrisanje
F
E(r)=—. (2.1.5)
Ip

Primenom Kulonovog zakona polje u tacki r tackastog naelektrisanja ¢ postavljenog u tacku r’
je

1 g(r—r’)
Ef)=—"— 2. 2.1.6
(r) dmeg |r —r']3 ( )
Ako imamo viSe nepokretnih naelektrisanja ¢, . .., ¢y kao izvore elektriénog polja, ukupno polje
je vektorski zbir polja koja poticu od svakog naelektrisanja ponaosob
N
1 o e
E— Ga(r — To) (2.1.7)

 dre p Ir —ry[?

Foy = —Fpp = -V, W (2.1.3)
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Slika 2.2: Elektrostaticko polje dE(r) generisano naelektrisanjem p(r’)d*r’.

Ovo je princip superpozicije. U sluc¢aju neprekidne raspodele naelektrisanja p = p(r) elektri¢no
polje je

B(r) = 1 p(r")d3r’

“Dra | Tor P (r—r'). (2.1.8)

Lako se pokazuje da je rotE(r) = 0 pa mozemo uvesti potencijal elektrostatickog polja ¢ sa

E(r) = —V¢(r) .

Potencijal u tacki r je odredjen sa

o(r) = 1 p(r")d3r

Cdmey ) |r—r|

(2.1.9)

Primenom

v( ! ):—(r_r/) (2.1.10)

Ir — 1’| v — /|3’
lako se vidi da potencijal (2.1.9) daje polje (2.1.8). U formuli (2.1.10) sa V je obelezen gradi-
jent po koordinatama vektora r. Gradijent po koordinatama vektora r’ obelezava¢emo jednim
dopunskim primom, tj. sa V’. Ovakvu notaciju primenjiva¢emo generalno za diferencijalne

operatore.
Rad elektrostatickog polja pri premestanju naelektrisanja ¢ iz tacke A u tacku B u polju je

B B
A:/ F-dr:—q/ Vo -dr = q(¢pa — ¢p) = —(Wp —Wa) = =AW . (2.1.11)
A A

Vidimo da je rad jednak negativnoj promeni potencijalne energije naeletrisanja u polju i da ne
zavisi od oblika tajektorije. Ako je putanja naelektrisanja zatvorena rad polja je jednak nuli, tj.

j{E-dr:().

Elektrostaticko polje je konzervativno.
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2.1.3 Gausova teorema

U prethodnom poglavlju pokazali smo da je rotor elektrostatickog polja jednak nuli. Sada ¢emo
naci divergenciju elektrostatickog polja. Prvo ¢emo pokazati Dirak-Grinov identitet:

1 3
A<\r—r’\> = 4P (r —1') . (2.1.12)
Jednostavnosti radi uzmimo da je v’ = 0. Za r # 0 imamo
1 1d% 1
A(2) =i =0, 2.1.13
r rdr? (Tr) ( )

Za r = 0 gornji racun je neprimenljiv, jer je funkcija 1/r singularna u tacki r = 0. Zato ¢emo

funkciju 1/r predstaviti u obliku

1 ) 1
; :}Lli%ﬁ s (2114)

gde je a regularizacioni parametar. Laplasijan je onda dat sa

1 : 1 . 3a?
A(F) _}L%A(m) - _({%W : (2.1.15)

Integracija po celom prostoru daje

o 1 9 , [ ridr
Dobijeni rezultat ne zavisi od parametra a. Kako je rezultat integracije konstanta, to je podinte-
gralna funkcija proporcionalna delta funkciji. Koeficijent proporcionalnosti nam daje prethodni

racun. Dakle

A(%) — 47O (r) . (2.1.17)

Ovim smo dokazali Dirak-Grinov identitet.
Odredimo divergenciju elektrostatickog polja. Kao prvo vidimo da je

divE = —divVe = —A¢ . (2.1.18)

Primenom Dirak-Grinovog identiteta i izraza (2.1.9) imamo

: 1 1 p(r)
- 3,./ / — 3./ NSB) (p _ p!y — PN
e /d v p(r )A(|r_r/|) - /d PO —x) =5 (2119)
Dakle,
1
divE(r) = g—p(r) (2.1.20)
0

Poslednja relacija je Gausova teorema u lokalnom (diferencijalnom) obliku. Izvor elektrostatickog
polja je naelektrisanje. Integralni oblik Gausove teoreme se dobija integracijom jednacine (2.1.20)
po zapremini

/V d*rdivE(r) = 1 /V d®rp(r) (2.1.21)

€0
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odnosno

1
]{ E-dS=— [ d&rp(r) . (2.1.22)
v €o Jv

Fluks elektrostatickog polja kroz ma koju zatvorenu povrs jednak je ukupnom naelektrisanju
koje se nalazi u zapremini ¢ija je granica ta povrs podeljenom sa £y. To je Gausova teorema u
integralnom obliku. Iz (2.1.19) vidimo da potencijal zadovoljava Poasonovu jednacinu

VANOIES —@ . (2.1.23)
€0
Jednacine koje kompletno odredjuju elektrostaticko polje su

divE(r) = @

rotE(r) = 0. (2.1.24)

2.1.4 Razlaganje skalarnog potencijala po multipolima

Neka se unutar neke oblasti V' linearnih dimenzija d nalazi naelektrisanje ¢ija je zapreminska
gustina p = p(r) poznata. Potencijal elektricnog polja je

o(r) = ! /p(r’)d37” (2.1.25)

Cdmey Jy -1

Na velikim rastojanjima od ovog sistema (d < r) potencijal se moze razviti u red po stepenima
od d/r. Da bismo to pokazali podintegralni izraz ‘r_% ¢emo razviti u red po stepenima (d/r).

Pretpostavicemo da je d < r, pa ¢emo zadrzati samo nekoliko prvih ¢lanova. Primenom binomne
formule imamo

I 1 B 1
YT 2 _on. 2 , N 1/2
lr — 1’| Vr2—2r-r/ +7/ r<1+r2;%r-r)
S TET 1 1L S N
T 272 2 2 rt
1 r-r' 3(-r)—r¥?
=+l - T (2.1.26)

Poslednji ¢lan u prethodnom izrazu prepisa¢emo u obliku

3
3(r-r)? —r¥? = Z xix; (3w — r'%8;5) (2.1.27)

ij=1
gde su z; i 2} Dekartove koordinate vektora r odnosno r’. Zamenom (2.1.26) u (2.1.25) imamo

3
1 1 / / r / / / 1 !/ ! / /
p(r) = (— /p(r Y3+ ﬁ/r p(r')d®r +2_7’5 Z TiT; /p(r )3z —126;;)dr +> .

4meg \1r <
7,0=1

(2.1.28)
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Integral u prvom sabirku u (2.1.28) je ukupno naelektrisanje () sistema. Drugi sabirak sadrzi
elektricni dipolni moment sistema naelektrisanja

p= /r’p(r’)d?’r’ : (2.1.29)
Za sistem tackastih naelektrisanja dipolni moment je
p = / d*r rp(r)
= an/d?’r ré(g)(r —T,)
= i%ra . (2.1.30)

Dipolni moment zavisi od izbora koordinatnog pocetka. Ovo se lako pokazuje. Veli¢ina
Di; = /P(r')(39€21’} — %) dr’ (2.1.31)

je tenzor kvadrupolnog momenta. Razvoj (2.1.28) postaje

?—'— r3 + 270

b(r) = — (Q il Zi’j21xl%D”+...). (2.1.32)

B 4eq
U najnizoj aproksimaciji potencijal na velikim rastojanjima od sistema naelektrisanja je poten-
cijal tackastog naelektrisanja () smestenog u koordinatnom pocetku. To je tzv. monopolni ¢lan
i on je oblika 1/r. Slede¢i ¢lan u razvoju potencijala je oblika 1/r? i to je dipolni ¢lan. Naredna
korekcija potencijala, koja se na velikim rastojanjima ponasa kao 1/r? je kvadrupolni ¢lan.

Primer 1. Za linearni kvadrupol sastavljen od tri naelektrisanja: ¢ u tacki (0,0,a), ¢ u
tacki (0,0, —a) i —2¢ u koordinatnom pocetku, odrediti ukupno naelektrisanje, elektri¢ni dipolni
moment i kvadrupolni moment. Naéi potencijal na velikim rastojanjima od linarnog kvadrupola.
Resenje: Lako se dobijadaje @ =0, p=01i

—2a> 0 0
D= 0 -2 0 |. (2.1.33)
0 0 4q?

Vodeéi ¢lan u razvoju potencijala je kvadrupolni ¢lan:

3
6= 1 30291, (2.1.34)

4dey 13

gde je 6 sferna koordinata.
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Pokazimo sada da je tenzor kvadrupolnog momenta euklidski tenzor. Pri rotaciji koordi-
natnog sistema (pasivna interpretacija) Dekartov bazis {e;, e, es} prelazi u {e}, €, e} .
Primovane bazisne vektore mozemo razviti po starim

3
;=) Rie;. (2.1.35)
j=1

Koeficijenti u razvoju R;; ¢ine matricu rotacije R. Ova matrica je ortogonalna, R R = RRT =T
i zadovoljava uslov det R = 1. To su tzv. specijalne ortogonalne matrice, SO(3). Pri rotaciji
koordinatnog sistema koordinate vektora se transformisu, dok se sam vektor ne menja. Iz

imamo
3 3
o /
E :Ijej = E :xiRweJ
j=1 ij=1
odnosno
3 3
I T /
Tj = § :wai = E (R")jiz;
i=1 i=1

odakle dobijamo zakon tranformacije Dekartovih koordinata vektora polozaja:
3 3
i =Y ((R") yz; =Y Rya; (2.1.36)
j=1 j=1

gde smo u poslednjem koraku iskoristili ¢injenicu da je matrica R ortogonalna.

Neka su D;; komponente tenzora kvadrupolnog momenta u sistemu S, a D;; njegove komponente
u sistemu dobijenog rotacijom iz S. Ako sada zakon transformacije koordinata pri rotacijama
(2.1.36) zamenimo u izraz za komponetnte tenzora kvadrupolnog momenta u primovanom sis-
temu

D;; = / p(r')(Bzja; — r6;)d* (2.1.37)

dobijamo
Dy = /P(I‘)(3RikRﬂxk$l_7"25@')‘137”

= /p(r)Rikle(?)xkxl — 7’25kl)d37“
Rix Rj Dy

Time smo pokazali da su D;; stvarno komponente tenzora drugog reda. Zasto je d3' = d3r i
0ij = RixR;i0w?
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Naves¢emo neke osobine tenzora kvadrupolnog momenta.
1. Tenzor kvadrupolnog momenta je simetrican tenzor nultog traga. Njegov trag je nula zbog

> (Bala] —r20;) =0 (2.1.39)

2. Ako je raspodela naelektrisanja sferno-simetricna, p = p(r) onda je tenzor kvadrupolnog
momenta jednak nula. Ovo se lako pokazuje, npr.

o0 s 27
Dy = / drr4,0(7‘)/ dé sin@/ d¢(3sin®fcos’p —1) =0 . (2.1.40)
0 0 0

Nenulti matriéni elementi tenzora kvadrupolnog momenta opisuju odstupanje sistema od sferne
simetrije.

3. Ako sistem poseduje aksijalnu simetriju, tj. invarijantnost na rotacije oko z— ose, tenzor
kvadrupolnog momenta je dijagonalnog oblika

Dy 0 0
D=0 Dy 0 . (2.1.41)
0 0 —2Dy

Iz (2.1.32) lako mozemo dobiti izraz za elektri¢no polje na velikim rastojanjima:

E= V= 1<Qr+&pmh_ﬁp+”). (2.1.42)

4meg \ 13 rd

Prvi ¢lan je monopolni dok je drugi dipolni.

Elektri¢ni dipol

Elektriéni dipol je sistem dva nalektrisanja ¢ i —¢ na rastojanju [. Dipolni moment dipola je
p = ql, gde je vektor 1 usmeren od negativnog ka pozitivnhom naelektrisanju. Tackasti dipol
je dipol kod kojeg je rastojanje izmedju naelektrisanja, [ infinitezimalno malo, ali je pri tome
njegov dipolni moment konacan. Neka se tackasti dipol nalazi u tacki ro. Potencijal dipola je
zbir potencijala naelektrisanja ¢ i —q koji se nalaze redom u tackama rg + %, odnosno rg — % u

limesu | < |r — ro|, odnosno

r—Tp—;

1
é(r) = lim ( ¢@ 1 ). (2.1.43)
1-0 A7e ‘ 1 ‘r —rot

Primenom (2.1.26) dobijamo potencijal dipola

o(r) = P (F=T0) (2.1.44)

B 47'('60 |I‘ — I'0|3

Ovaj izraz se poklapa sa dipolnim c¢lanom u razvoju potencijala po multipolima. U daljem
mozemo uzeti da se dipol nalazi u koordinatnom pocetku, tj. da je ro = 0. Elektri¢no polje
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se dobija izracunavanjem gradijenta potencijala. Za r # 0 elektricno polje tackastog dipola je
jednako drugom sabirku u izrazu (2.1.42). Medjutim, elektri¢no polje dipola sadrzi jos jedan
sabirak koji je znacajan u tacki u kojoj se nalazi dipol. Rezultat za polje dipola je

1 /3(p-r)r—1r’p 4x
E-—( - Spi()) 2.1.45
47eq rd 3 poi(r) ( )

Prvi ¢lan u (2.1.45) je isti kao dipolna korekcija u razvoju (2.1.42). Da bismo se uverili u
korektnost sabiraka proporcionalnog delta funkciji integralimo elektriéno polje dipola po kugli,
poluprecnika R sa centrom u koordinatnom pocetku:

1 .
/ Edr = - / V(B )dir
r<R dmeg r<R r

1 s 27
= — / / p cos? 0 sin Adfdpes
o Jo

47eg

_ _P (2.1.46)

_3_60_

Primenili smo formulu (A.0.11) iz vektorske analize i pretpostavili smo da je elektriéni dipolni
moment usmeren duz z—ose. Prvi sabirak u (2.1.45) daje nulti doprinos zapreminskom integralu
definisanom gore, dok drugi sabirak daje dobijeni rezultat. Napomenimo da se gornji rezultat
moze dobiti primenom generalisanog Dirak—Grinovog identiteta

o 0 1 3513',5.73']‘ — T’Q(Sij 47 (3)
_ _ s , 2.1.4
Oz, axj( ) 050 () (2.147)

r 275 3

Pre toga potencijal dipola zapiSite u obliku

(r) = p- v(-) . (2.1.48)

2.2 Magnetostatika

Istorija magnetizma je dosta duga. U pocetku su se magnetizam i elektrostatika potpuno neza-
visno razvijali. Pocetkom devetnaestog veka Ersted je otkrio da se magnetna igla kompasa
postavljena u polju magneta ponasa na isti nac¢in kao i kada je postavimo u polje strujnog
provodnika. Iz ovog eksperimenta se zakljucuje da naelektrisanja u kretanju generisu magnetno
polje bas kao i sam magnet.

2.2.1 Bio Savar Laplasov zakon

Magnetostaticko polje generisu naelektrisanja koja se krecu stacionarno. To znaci da gustina
struje ne zavisi eksplicitno od vremena, tj. j = j(r). Takodje gustina naelektrisanja kod sta-
cionarnog kretanja ne zavisi eksplicitno od vremena. U veéini slucajeva zapremiska gustina
naelektrisanja je jednaka nuli, p(r) = 0, tj. provodnik je elektroneutralan, pa je elektricno
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X

Slika 2.3: Bio-Savar-Laplasov zakon.

polje jednako nuli. Osnovni zakon magnetostatike je Bio—Savar—Laplasov zakon. On za zadatu
raspodelu gustine struje kao izvora magnetnog polja odredjuje magnetno polje. Ako kroz linijski
provodnik? protice struja jac¢ine I, magnetna indukcija u tacki r je data sa

B(r) = 1 /Mr/>< k—r) (2.2.49)

s r —r/|3

gde je

H
o = 4m-107"—
m

magnetna konstanta (ili magnetna permeabilnost) vakuuma. Ako se poprecni presek provodnika
ne moze zanemariti potrebno je da strujni element /dr’ zamenimo na sledeéi nacin:

Idr’ — dr’AS, =jdV’, (2.2.50)

AS|

gde je AS, povrsina provodnika ortogonalna na pravac prenosenja naelektrisanja. Magnetna
indukcija koju generiSe gustina struje j(r) je data sa

B(r) = @/j(r,)dgr/ x(r=r) (2.2.51)

" 4r r —r'|]?

Magnetnu indukciju mozemo izraziti preko vektorskog potencijala, A, na slede¢i nacin B = rotA.
Vektorski potencijal je dat sa

A(r) = Z—;/ ‘I:i(_rlgl‘d?’r’ . (2.2.52)

2Popreéni presek linijskog provodnika je zanemarljiv.
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Slika 2.4: Magnetno polje linijskog provodnika

Ovo se, primenom (A.0.7) neposredno proverava:

: !/
rotA(r) = Z—; rot[%}d‘%r’

1 1
= & dg’f’/ [mrot‘i(r/) —j(r,) X ]

47 r — /|
o [§(xd x (r—r)
T 4n r —r/|]?
= B(r),
jer je rotj(r’) =01
1 r-r
T

Iz izraza B = rotA sledi da je divB = 0. Poslednji izraz znaci da je magnetno polje bezizvorno
tj. ne postoje magnetna naelektrisanja. Drugim re¢ima magnetne linije nemaju ni pocetak
ni kraj; ili su zatvorene ili po¢inju i zavrSavaju se u beskonacnosti. Na slici 2.4 prikazane su
magnetne linije strujnog pravolinijskog provodnika. Linije su koncentriéni krugovi koji leze u
ravni normalnoj na provodnik ¢iji se centri nalaze na provodniku. Smer magnetnih linija se
odredjuje pravilom desne ruke. Palac desne ruke pokazuje smer struje a ostali prsti smer polja.
Na slici 2.5 prikazane su linije magneta i solenoida.

Primer 1. Neka po konturama CY, odnosno Cy teku struje I i Iy respektivno. Pokazati
da sila interakcije izmedju dva strujna elementa ne zadovoljava zakon akcije i reakcije, ali da
ukupne sile koje deluju na konture zadovoljavaju ovaj zakon.
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Slika 2.5: Magnetne linije Stapi¢astog magneta i solenoida sa strujom.

Resenje: Sila kojom strujni element I1dr; deluje na strujni element, I>drs drugog provodnika je
dFs = Irdry x dB;. Primenom (2.2.49) dobijamo

o I I,dry x (dr1 X (r2 - 1‘1))
4 |ty — 1|3

dF,, = (2.2.53)

Analogno, sila kojom strujni element druge konture deluje na strujni element prve konture je

o I I,dr; x (dr2 X (r1 - 1‘2))

dF,, = 2.2.54
27 4 lre — |3 ( )
Razvijanjem dvostrukog vektorskog proizvoda u brojiocu izraza (2.2.53) dobijamo
drs - (ry — d dry - d —
dFy, = 2011, <( rp oty —r))dn (- dn)(ry rl)) . (2.2.55)
4 |I‘2—I’1| |I‘2 —I‘1|
Prvi ¢lan u poslednjem izrazu je totalni diferencijal, t;j.
1 dry - d —
dF,, — @]1]2( —dr, - v2< )dr1 _ (dr, rl)(r23 rl)) . (2.2.56)
4 |I'2—I'1| |I'2—I'1|

Ocigledno je da je dFi5 # —dF5;. Sila kojom prva kontura deluje na drugu je

(drs - d —
F12——I1]2 % j{ dry - VQ dI‘1 ]{ 7{ ra-dry) r23 rl)) . (2.2.57)
c Jo, [ty — 1y I'1| o Jo, r2 — 11

Integracija po konturi Cs u prvom ¢lanu daje nulu, pa je

(dry - d —
Fpy = ——11]27{ f{ rp dry)lre —r) (2.2.58)
e r2 — 1y
Analogno, sila kojom drugi provodnik deluje na prvi je
(dry - d —
Fy = —-Ilbj{ ]{ r dn)in —r) (2.2.59)
C1 J 0y vy — 11

Na osnovu oblika ovih magnetostatikih sila je jasno da je Fio = —Fy;.




2.2. MAGNETOSTATIKA 33

2.2.2 Amperova teorema

Potrazimo rotor magnetne indukcije. Primenom formula (A.0.4), (2.2.52) kao i Dirak-Grinovog
identiteta imamo

rotB(r) = rotrotA = graddivA — AA

Ho . j(I‘/) 3 Ho e/t 1 3 7

= grad [ aiv( R = a( )d
472 / v v — 1’| e i@ lr — /| "

= ﬂ[grad/j(r’)V( ! )d?’r’ —|—47T/j(r’)6(3)(r — r’)d3r’]
4 |r — 1’|

= ﬂgrad/j(r')V( ! )d3rl + 110j(r)
4t v — /| ’

gde smo iskoristili divj(r’) = 0. Ako dalje primenimo

V(ﬁ) - —V’(’r _1 r,|> , (2.2.60)

gde je V' gradijent po koordinatama vektora r’, i ponovo formulu (A.0.4) imamo

rotB(r) = —@[grad/@iv'( i) )— |r_1r/|div'j(r’)>d3r’—47Tj(r)

A lr —r/|
Lo j(r")ds’ )
= ——grad
= poj(r) . (2.2.61)
U prethodnom izvodjenju primenili smo jedna¢inu kontinuiteta, uslov stacionarnosti:
)
divj(r) = —% =0 (2.2.62)

kao i ¢injenicu da je zapreminska gustina struje j lokalizovana unutar oblasti V pa j-dS| =
oV
0. Ako ovaj uslov ne bi vazio onda bi na granici oblasti V' gustina struje imala normalnu

komponentu, tako da bi naelektrisanja prolazila kroz granicu oblasti V. U tom slucaju oV ne
bi bila granica oblasti V.
Dakle, dobili smo
rotB(r) = poj(r) . (2.2.63)
Ovo je lokalni oblik Amperove teoreme. Integracijom po nepokretnoj konturi dobijamo integralni
oblik Amperove teoreme

7{B cdl = poly | (2.2.64)
L

gde je Ig jacina struje koja prolazi kroz povrs oivicenu konturom L. Cirkulacija magnetne
indukcije proporcionalna je sa strujom Ig.

Rezimirajmo na kraju da je magnetostaticko polje odredjeno sa vrednostima njegove diver-
gencije i rotora:

divB(r) = 0
rotB(r) = poj(r) . (2.2.65)
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2.2.3 Razlaganje vektorskog potencijala po multipolima

Neka se unutar neke ogranicene oblasti V' nalazi prostorno lokalizovan sistem naelektrisanja u
kretanju opisan gustinom struje j = j(r). Vektorski potencijal na velikim rastojanjima od ovog
sistema takodje se moze razviti u red po multipolima. Zamenom (2.1.26) u

sl
= @/—J(r) d*r’ (2.2.66)
TJ) |r—r/|
dobijamo
1
Ar) = ( / N + —/ r-r)jr)d* +. ) (2.2.67)
gde smo zadrzali samo prva dva ¢lana. Neka su f(r) i g(r) dve neprekidne funkcije. Iz Gausove
teoreme
/ d’rdiv(fgj)= ¢ fgj-dS (2.2.68)
|4 v
sledi
[ v 9+ (To)silatr =0, (22.69)
v

jerjedivi=01ij- ds’av = 0. Ako u (2.2.69) uzmemo da je f = x; i ¢ = 1 dobijamo

/ jid*r =0, (2.2.70)
14

a ako za funkcije f i g izaberemo f = z;, g = z; onda dobijamo

/xijkd3r: —/ T jid®r . (2.2.71)
%4 \%

Prvi ¢lan u razvoju (2.2.67) je monopolni ¢lan i on je jednak nuli zbog (2.2.70). Zaklju¢ujemo
da ne postoje magnetni monopoli. Drugi ¢lan u (2.2.67) transformisa¢emo uz pomo¢ (2.2.71) na
slede¢i nacin

AO@) = 205 [rnienay

43

1
= 5—22—73(/(1“.1“ d?’r’+/$xjk Nepd®r ’)

1
- 5_722_7"3(/(1' r')j(r’)d®r’ /xl ) 7i(r)epd®r ')

-l d3'(< Pi) — (e J)r"))

1
_ Z;QTS/d?’r’(r’xj(r’))xr. (2.2.72)

Magnetni dipolni moment sistema je definisan sa

1
m = §/d3rr XJ . (2.2.73)



2.2. MAGNETOSTATIKA 35

Y
I
"

Slika 2.6: Strujna kontura u xOy ravni.

Drugi ¢lan u razvoju vektorskog potencijala je

Mo M X T
4o 3

A®

(2.2.74)

Najnizi nenulti ¢lan u razvoju vektorskog potencijala stacionarne lokalizovane struje je dipolni
¢lan.

Odredimo magnetni moment konture sa strujom [ u ravni prikazanoj na slici 2.6. Ako je
ravan konture xOy ravan onda primenom formule za magnetni moment dobijamo

mz%[%rxdrzlSn, (2.2.75)

gde je S povrSina konture, a n njen ort.
Magnetna indukcija na velikim rastojanjima od lokalizovane struje se lako nalazi iz B = rotA.
Rezultat je
o 3(m - r)r — r’m
T 4w rd

To je magnetno polje na velikim rastojanjima od dipola koji se nalazi u koordinatnom pocetku.
Izraz (2.2.74) je vektorski potencijal magnetnog dipola, momenta m koji se nalazi u koordi-
natnom pocetku, dok izraz (2.2.76) zahteva korektivni ¢lan za r = 0. Do toga dolazimo kao u
prethodnom poglavlju. Podjimo od zapreminskog integrala

/ Bd’r = / rotAd®r (2.2.77)
r<R r<R

gde integralimo po kugli radijusa R sa centrom u koordinatnom pocetku. Primenom vektorskog
identiteta (A.0.12) dobija se

(2.2.76)

2
Bd®r = ZOm . (2.2.78)
r<R 3

Magnetno polje tackastog dipola koji se nalazi u koordinatnom pocetku je

B_ @(3(m-r)r—r2m

8
_ 81 5®
- -%3m5(m). (2.2.79)

rd
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2.3 Faradejev zakon elektromagnetne indukcije

Faradej je eksperimentalno otkrio zakon elektromagnetne indukcije. On je ustanovio da se
u provodniku koji se nalazi u polju stalnog magneta indukuje struja ukoliko su provodnik i
magnet u relativnom kretanju. Struja ¢e se indukovati i u slu¢aju kada se magnet zameni sa
provodnikom kroz koji prolazi stalna struja. Takodje, do pojave elektricne struje u prodniku
do¢i ¢e ukoliko se on nalazi u magnetnom polju drugog provodnika koji je nepokretan, ali kroz
koji protice promenljiva struja.

U svim ovim primerima dolazi do promene fluksa magnetnog polja, definisanog sa

o :/B-dS (2.3.80)
S

kroz konturu provodnika u kome se indukuje struja. Faradejev zakon elektromagnetne induk-
cije uspostavlja vezu izmedju promene fluksa magnetnog polja kroz povrsinu S i cirkulacija
elektricnog polja

£ = f{ E-dr (2.3.81)
C

izracunatoj po zatvorenoj konturi C' koja je granica povrsine S, tj. C = 0S. Kontura C
u definiciji elektromotorne sile je nepokretna. Faradejev zakon ima jednostavan matematicki

oblik:
E:Jq{E-dr:—E/B-dS. (2.3.82)
c dt Js

Cirkulacija elektri¢nog polja jednaka je negativnoj promeni fluksa magnetnog polja. Matematicka
formulacija Faradejevog zakona indukcije potice od Maksvela. Magnetno polje ¢iji se fluks menja
indukuje elektri¢no polje. Znak minus u (2.3.82) je vezan sa Lencovim pravilom. Ako je kon-
tura C' provodnik onda ¢e zbog dejstva indukovanog elektricnog polja u provodniku teéi struja
koju mozemo meriti. Naravno, pojava indukovanog elektricnog polja je nezavisna od postojanja
provodnika u kome se indukuje struja. Neka je magnetno polje usmereno kao na slici 2.7 i neka
raste sa vremenom. Vrtlozno elektricno polje je prikazano na slici 2.7. Primenom Stoksove
teoreme u (2.3.82) dobijamo

B
/rotE -dS = —/ 9B ds (2.3.83)
odakle dobijamo Faradejev zakon u lokalnom obliku

0B
E=—. 2.3.84
rot T (2.3.84)

Pri kretanju konture C' integralni oblik Faradejevog zakona ne vazi u obliku (2.3.82), dok difer-
encijalni oblik Faradejevog zakon vazi generalno u klasi¢noj elektrodinamici. Detaljnija analiza
Faradejevog zakona za pokretnu konturu bi¢e razmatrana kasnije, u poglavlju 5.10.
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Slika 2.7: Smer vrtloznog elektricnog polja kada magnetno polje polje raste sa vremenom.

2.4 Maksvelove jednacine

U prethodnim poglavljima izlozili smo osnovne zakonitosti elektrostatickog i magnetostatickog
polja u vakuumu, kao i Faradejev zakon koji uspostavlja vezu izmedju elektricnog i magnetnog
polja. Zakon indukcije ukazuje nam da su elektri¢cno i magnetno polje deo jedinstvenog elektro-
magnetnog polja.

Maksvelove jednacine su jednacine koje opisuju klasi¢no elektromagnetno polje. U ovom
poglavlju pretpostaviécemo da se naelektrisanja nalaze u vakuumu. Maksvelove jednacine su
potvrdjene u velikom broju eksperimenata. One povezuju izvore polja: gustinu naelektrisanja
p(r,t) i gustinu struje j(r,t) sa ja¢inama polja E(r,t), B(r,):

divE(r,t) = p(Z’t) (2.4.85)
0

divB(r,t) = 0 (2.4.86)

rotE(r,t) = _88_]? (2.4.87)
. OE

rotB(r,t) = /m(_](r,t)—l—goa). (2.4.88)

Odmah vidimo da su Maksvelove jednacine parcijane diferencijalne jednacine i da su lokalne i
simultane. Prva od njih je Gausov zakon koji vazi ne samo za elektrostaticko polje ve¢ i za
promenljivo elektri¢cno polje. Druga jednacina govori o bezizvornosti magnetnog polja. Treca
je Faradejev zakon elektromagnetne indukcije; promenljivo magnetno polje stvara vrtlozno elek-
tricno polje. Cetvrta jednacina je analogna Amperovom zakonu, ali sadrzi jedan dodatni ¢lan,

. OE
Ji= oy (2.4.89)

tzv. struju pomeranja. Kretanje naelektrisanja, tj. struja provodjenja ali i struja pomeranja
stvaraju vrtlozno magnetno polje.



38 GLAVA 2. MAKSVELOVE JEDNACINE

[ —> —

- — >

Slika 2.8: Kondenzator i Amperova teorema.

Pretpostavimo da struja pomeranja nije izvor magnetnog polja, tj. da Amperova teorema
rotB(r, t) = poj(r,t) (2.4.90)

vazi za vremenski promenljivo magnetno polje. Razmotrimo kondenzator gde struja tece u smeru
kao na slici 2.8. Neka je C' kontura kruznog oblika sa centrom na provodniku postavljena daleko
od kondenzatora, kao na slici 2.8. Neka su dalje povrsi S i S; izabrane tako da im je granica
kontura C, tj. S = 051 = C. Primenom integralnog oblika Amperove teoreme imamo

tB-dS = po [ dS = pol
j[B-dlz Jso o J53+dS =pol (2.4.91)
C fsertB'dszﬂofslj-dS:O

Vidimo da rezultat zavisi od izbora povrsi nategnute na konturu C, tj. cirkulacija magnetne
indukcije nije ista za povrsi S i S;. Iz ove jednostavne analize vidimo da jednacina (2.4.90) nije
korektna. Njoj nedostaje ¢lan sa strujom pomeranja.

Kada se sredina nalazi u promenljivom elektricnom polju dolazi do njenog polarizovanja. Pod
uticajem polja naelektrisanja sredine se kre¢u. Nastaje tzv. polarizaciona struja. Maksvel je
iskoristio ovu ideju tako sto je smatrao da promenljivo elektri¢no polje uzrokuje kretanje naelek-
trisanih cestica u etru. Zato je, kao izvor magnetnog polja uveo struju pomeranja. Naravno,
danas znamo da etar ne postoji, ali je ¢lan (2.4.89) u cetvrtoj Maksvelovoj jednacini korektan.

Maksvelove jednacine su saglasne sa jednacinom kontinuiteta. Uzmimo divergenciju cetvrte
Maksvelove jednacine (2.4.88):

: (. OE
divrotB = podiv <J + 5()5) : (2.4.92)

Kako je divrot = 0 onda primenom prve Maksvelove jednac¢ine imamo

dp
divi+ — =0.
I o
Dobili smo jednac¢inu kontinuiteta. Jednacina kontinuiteta je sadrzana u Maksvelovim jednaci-
nama, ali ona moze da posluzi kao dadatni argument za nuznost prisustva struje pomeranja u
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cetvrtoj Maksvelovoj jednacini. Iz ovog izvodjenja se jos vidi i da je polje j + 50%—? bezizvorno,
tj. da su njegove linije zatvorene.

Maksvelove jednacine su linearne tako da vazi princip superpozicije. Ako izvori pq, j; generisu
polje E;,B1, a izvori ps,jo generisu polje Eg, By onda izvori p; + po,ji + j2 generisu polje
E, + E;, B, + Bs.

Neka su u nekoj oblasti prostora nemamo naelektrisanih cestica, tj. neka je p =01 j = 0.
Uzmimo rotor ¢etvrte Maksvelove jednacine. Primenom vektorskog identiteta (A.0.9) i trece
Maksvelove jednacine dobijamo:

0°B

ddivB — AB = — — . 2.4.93
graddiv oo BRI ( )

Konaé¢no, koris¢enjem druge Maksvelove jednacine dobijamo

1 0°B

Sli¢no uzimanjem rotora tre¢e Maksvelove jednacine dobijamo

1 O°E
~ 553 =0 (2.4.95)

Dobili smo talasne jednacine. U oblasti prostora gde su odsutni izvori u vakuumu postoji elek-
tromagnetni talas. To je svetlost. Fazna brzna elektromagnetnog talasa u vakuumu je

Herz je dokazao postojanje elektromagnetnih talasa. Ovaj eksperiment je definitivno potvrdio
Maksvelove jednacine.

Primer 1. Kondenzator se sastoji od dve paralelne kruzne ploce poluprecnika a, koje su na
rastojanju d. Kondenzator se nalazi na nekom naponu, a zatim pocinje njegovo razaelektrisa-
vanje preko otpornika. Struja u kolu je oblika I = Ioe_f, gde su Iy i 7 konstante. Zanemarujudi
efekte krajeva odrediti elektriéno i megnetno polje unutar kondenzatora. Smatrati da je velicina
- mala.

Resenje: Elektriéno i magnetno polje zadovoljavaju jednacine (2.4.95), odnosno (2.4.94). Radi¢emo
u cilindriénim koordinatama, gde je z—osa usmerena duz ose simetrije kondenzatora. Radijalnu
koordinatu ¢emo obeleziti sa . Na osnovu geometrije problema jasno je da polja imaju oblik:

E = E(r)e ~e, ,
B = B(r)e re, . (2.4.96)

Talasna jednacina za elektri¢no polje daje

d*E  1dFE 1

E=0. (2.4.97)

dr2  rdr 272
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Resenje gornje jednacine trazi¢emo u obliku stepenog rada
E(r) = Z Ewrt
k=0

gde su E}, koeficijenti. Zamenom ovog resenja u diferencijalnu jednac¢inu dobijamo

Ey
Brer = Gog g

sto daje
2 4 3

r r
() ol 1+ 47202 + 83(c272)?2 + Tt 0272 T

Iz tre¢e Maksvelove jednacine sledi

dE(r)
B(r)=—
(n=-r2"
odnosno
B(r) E<T+r3 +> E(1+T2+)
r)=—T ) =T ——+... ).
N2r2e2 " 42(272)2 ! 3272

U najnizem redu E(r) treba da bude konstantno, a B(r) linearno po r. Iz ovog zahteva sledi
FE, = 0. Povrsinska gustina naelektrisanja na kondenzatoru je

2 4

_t r r _t
o=¢kFE(re = eOEO(l + oy + EErE +. ..)e T

Naelektrisanje kondenzatora je ¢ = 27 fooo drro(r). Iz uslova ¢ = —Ipe 7 odredjujemo konstantu
Ey. Njena vrednosti je
I 1
EO - 7o

- 2 a? a? ’
T€00™ 1 + g + g -

Prema tome, elektri¢no polje je

2 4
I 1 + :c + CTT t
E=_ 02 ! 222 Gl 242)2 e res (2.4.98)
T€a” 1+ g + gggeaya + oo
dok je magnetno polje
3
27 T+ z —+ ... .
B— ¢ e T e re, . (2.4.99)
T€0a” 1+ g + ggpera T
Aproksimaciojom gornjih izraza dobijamo
71 r? a? :
E = (1 - L )eres 2.4.100
TEna? * 472¢2 8272 - € e ( )
721, r ¢
B--—"(1 L )ere, 2.4.101
Teoa? + 272¢2 + €T ( )




2.5. SAMOUSAGLASENO ODREDJIVANJE EMP U VAKUUMU 41

2.5 Samousaglaseno odredjivanje EMP u vakuumu

Naelektrisanja i struje odredjuju elektromagnetno polje, ali i polje uticu na kretanje naelek-
trisanih cCestica tako da izvore i polja treba odredjivati samousaglaseno. Posmatrajmo sistem od
N naelektrisanih cestica. Zapreminska gustina naelektrisanja je data sa

an (r—ra(t) (2.5.102)

zapreminska gustina struje je

= Gavad®(r — 14 (1) . (2.5.103)

Oni zadovoljavaju jednacinu kontinuiteta. Maksvelove jednacine imaju sledeéi oblik

divE(r,t) = % an (r —ry(t))

divB(r,t) = 0
0B
tE(r,t) = —
rotE(r, t) 5
= OE
Brt) = o D aavad®(r — ralt ). 2.5.104
rotB(r,¢) = o qu (r —ra(t)) + o ( )
Ovaj skup jednacina treba dopuniti jednacinama kretanja cestica
dpa
g = GaBatvaxBa), a=1....N. (2.5.105)

Polja i cestice su odredjene sa ukupno 3N + 8 jednac¢inom. Sa druge strane, nepoznate veli¢ine
su E(r,t),B(r,t) i r, = r,(t). Broj nepoznatih veli¢ina je 3N + 6. Odmah primecujemo da je
broj jednacina veci od broja nepoznatih i to za dva. Postavlja se pitanje da li je sistem jednacina
kretanja predefinisan jer postoje dve jednacine viska. Pokaza¢emo da su te dve jednacine zapravo
pocetni uslovi pa je broj jedna¢ina isti kao i broj nepoznatih. Ako uzmemo divergenciju cetvrte
Maksvelove jednacine i primenimo jednacinu kontinuiteta dobijamo
OE
0 = div(j+e¢
fodiv(j + €o 8t)
dp O(divE)
= po(—5- +e0o——7—)
ot ot

0 .
= Moa(foleE —p) -

Iz poslednjeg izraza vidimo da je izraz F' = godivE(r,t) — p(r,t) nezavisan od vremena, i jednak
je vrednosti ovog izraza u poc¢etnom trenutku

eodivE(r,t) — p(r,t) = eodivE(r, ty) — p(r, to) ,
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gde je ty pocetni trenutak. Prva Maksvelova jednacina onda fiksira F(x,y,z) = 0. Sli¢no
uzimajuci divergenciju tre¢e Maksvelove jednacine dobijamo da je

divB(r,t) = G(z,y, z) = divB(r, )

Druga Maksvelova jednacina fiksira G(r) = 0. Ovim smo pokazali da od osam jednacina polja
dve nisu dinamicke ve¢ predstavljaju pocetne uslove.

Bez obzira sto smo rekli da polja i naelektrisanja uticu i odredjuju jedni druge, u praksi,
pri resavanju elektrodinamickih problema se primenjuju dve aproksimacije. Prva je aproksi-
macija zadatih gustina. U ovoj aproksimaciji smatramo da su gustine naelektrisanja i struja
p(r,t),j(r,t) poznate velicine. Resavanjem Maksvelovih jednacina nalazimo polja. Dakle, u ovoj
aproksimaciji smatramo da sama polja ne utic¢u na izvore. Druga aproksimacija je aproksimacija
zadatih polja. U ovoj aproksimaciji polja su zadata pa iz Maksvelovih jednacina nalazimo gustine
naelektrisaja.

2.6 Potencijali elektromagnetnog polja u vakuumu

Pri analizi statickih polja uveli smo skalarni i vektorski potencijal. Medjutim, na osnovu bez-
izvornih Maksvelovih jednac¢ina mozemo uvesti skalarni i vektorski potencijal za proizvoljno
elektromagnetno polje. Iz druge Maksvelove jednacine, divB = 0 sledi B(r,t) = rotA(r,t), jer
je divrot = 0. Zamenom B = rotA u treéu Maksvelovu jednacinu (2.4.87) imamo

0A
rot(E + E> =0,
pa je
0A
E=—— —
ot Ve

jer je rotgrad = 0. Dakle, jacinu elektricnog polja i magnetnu indukciju mozemo izraziti preko
potencijala ¢ i A prema

B = rotA (2.6.106)
0A
= ———Vo. 2.6.107
o (26.107)
Potencijali su funkcije vektora polozaja i vremena. Sest funkcija E,, ..., B., koje opsiju elek-

tromagnetno polje zamenjujemo sa Cetiri funkcije: ¢, A;, A, i A,. Broj komponenti potencijala
je za dva manji nego broj komponenti polja, jer smo polja moraju zadovoljavati drugu, odnosno
tre¢cu Maksvelovu jednacinu.

2.6.1 Jednacine za potencijale

Zamenom izraza (2.6.107) u prvu Maksvelovu jednac¢inu, dobijamo

AOES %divA = —p/eo - (2.6.108)
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Zamenom (2.6.106) i (2.6.107) u cetvrtu Maksvelovu jednac¢inu imamo

. 0 0A
rotrotA = o) — LL(]&TQE( V §Z5 + E) (26109)
odnosno LA 1 96
DA—- 55 - grad(divA + 0—25> —— (2.6.110)

Jednacine za potencijale (2.6.108) i (2.6.110) su parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda.
Ove jednacine su kuplovane, jer se skalarni i vektorski potencijal pojavljuju u obe jednacine.

2.6.2 Kalibraciona (gradijentna) simetrija

Neka potencijali ¢ i A opisuju elektromagnetno polje. Uvedimo nove potencijale ¢’ i A’ definisane
sa

, oA
¢ = ¢+E
A = A-VA, (2.6.111)

gde je A = A(r,t) proizvoljna funkcija. Transformacije potencijala (2.6.111) nazivaju se kalibra-
cionim (gradijentnim?®) transformacijama. Novi potencijali opisuju isto elektromagnetno polje
kao i polazni potencijali ¢ i A. Ovo se lako proverava:

,  OA . 9] do,
E = 5 —V(/ﬁ—E—i—EVA—EVA—E
B’ = rot(A—VA)=rotA=B. (2.6.112)

Jacina elektricnog polja i magnetna indukcija su invarijantne na kalibracione transformacije.
Polja su opservabilne veli¢ine, pa zakljucujemo da je elektrodinamika kalibraciono invarijantna
teorija*. Kalibraciona simetrija je osnova za razumevanje sve ¢etiri interakcije u prirodi.

Potencijali su dakle nejednoznaé¢ni. Odredjeni su do na kalibracione transformacije. Stoga
je mogucée nametnuti neki uslov na potencijale, tj. fiksirati kalibraciju. Potrebno je proveriti
da se kalibracioni uslov moze nametnuti, tj. da li sa potencijala koji ne zadovoljavaju dati
kalibracioni uslov mozemo, kalibracionom transformacijom, pre¢i na nove potencijale koji su u
datoj kalibraciji.

Najcesce se koriste Lorencov i Kulonov kalibracioni uslov. Lorencov uslov je

1 0¢
divA+ —-—=0. 2.6.113
A 2 ot ( )
Kasnije ¢emo pokazati da je ovaj uslov Lorenz invarijantan. Jednacine za potencijale u Loren-
covoj kalibraciji imaju oblik

1 9%
“agr — Ple
1 0%A )

3Engleski termin za ove transformacije je ’gauge’.
4Potencijali nisu opservabilni u klasi¢noj elektrodinamici.
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Vidimo da su jednacine za potencijale razdvojene. Sada ¢emo pokazati da je Lorencov kalibra-
cioni uslov moguée nametnuti na potencijale (¢, A). Neka polazni potencijali ne zadovoljavaju
Lorencov kalibracioni uslov, tj. neka je

1 0¢
divA + —— = U (¢ 0.
Kalibracionom transformacijom potencijali (¢, A) prelaze u nove potencijale (¢, A’) za koje
zahtevamo da zadovoljavaju Lorencov kalibracioni uslov:

. 1 0¢' ) 1 0¢ 1 0?A
— / - — N . B —
0=divA'+ 55 =divA + 520 — (A - 550
Gornja jednacina postaje
1 0?A
AN ——=—=V.
2 Ot?

Ovo je nehomogena Dalamberova jednac¢ina. Iz teorije diferencijalnih jednac¢ina je poznato da ona
ima reSenja. Time smo pokazali da je uvek moguce nametnuti Lorencovu kalibraciju. Primetimo
da kada fiksiramo Lorencov gauge mozemo i dalje vrsiti kalibracione transformacije sa funkcijama

A koja zadovoljavaju
1 0%A
——=—=0.
c? ot?
Ova dopunska simetrija, preostala nakon fiksiranja kalibracije, naziva se rezidualnom simetrijom.
Kulonov kalibracioni uslov je dat sa

divA =0 .
Jednacine za potencijale u ovoj kalibraciji postaju
Ap(r,t) = —p(r,t)/eo (2.6.115)
1 0%A 1 _0¢
ANA — — = —mj+—=V—. 2.6.116
2 ot? Hod cZV ot ( )

Jednacine za potencijale u Kulonovoj kalibraciji su spregnute jer se skalarni potencijal pojavljuje
u obe jednacine. Jednacina (2.6.115) ima isti oblik kao Poasonova jednacina za elektrostaticki
potencijal. Medjutim u (2.6.115) se pojavljuje vreme. Resenje jednacine (2.6.115) je

o, ) = — /p(r/’t)dgrl. (2.6.117)

 dmeg lr —r'|

Potencijal (2.6.117) je tzv. trenutni Kulonov potencijal, jer potencijal i gustina naelektrisanja
koja ga je generisala su u istom trenutku ¢. Primenom (2.6.117) i jednacine kontinuiteta jednacina
(2.6.116) postaje

1 9*°A 1 o [ p(x/ t)d3’

AA — — = i+ —v— [ B
c? 0%t Hol + Amegc? Ot / lr —r'|

) 1 divj(x’, t)d®r
- THam 47?5002v/ lr — 1’|

! 3./
- —Z—Orotrot/w . (2.6.118)

T r —r'|



2.6. POTENCIJALI ELEKTROMAGNETNOG POLJA U VAKUUMU 45

Prelaz sa drugog na treéi red u (2.6.118) je netrivijalan. Proveri¢emo ga tako $to ¢emo krenuti
od izraza u tre¢em redu. Primenom (A.0.9), Dirak-Grinovog identiteta i (A.0.4) imamo

S0l 4 330 3.0 3,
rotrot/ ‘w = graddiv/ (r Hd’r —A/ r,t)dr
% 1%

lr —r/| |r—r’| |r—r’|
1
= V/j(r’,t)V—d3r’+47rj. (2.6.119)
v r — 1’|

Zamenom gradijenta po koordinatama vektora r sa gradijentom po koordinatama vektora r’, tj.
(2.2.60) i izraza (A.0.4) imamo

s / t d3 /
rotrot/ ‘M = —V/ r' )V d®r' 4 47j
v [r—r/ r'|

div'j(r’, t)d3r’
—v/ d3’+V/1V‘]—+47rj
lr — r’| Ir —
Gausova teorema daje

i(r/,1)d% j(r/,1)-dS' [ div'j(r’,¢
rotrot/J(r,) v —v(f j(r',t) - dS _/ i, )d3r’>+47rj
v o [r—r| Ir—r’l v |r—r]

di t
- v/ VIO 04 e ) (2.6.120)
Rezultat (2.6.120) ¢emo prepisati u obliku
1 div'j(r’,t) 1 j(x/, t)d3r’
j=—— — 2 d% + —rotrot | =—1t—r . 2.6.121
. 47rv/ lr —r'| 7“+47Tro o /v lr —r'| ( )
Vektorsko polje j smo u (2.6.121) razlozili u dve komponente. Prvi sabirak
1 div'j(r’, 1)
jp=—— ———d% 2.6.122
L 47rv/ |r — 1’| " ( )

zadovoljava uslov rotj;, = 0. Ova komponenta vektora gustine struje naziva se longitudinalnom
(ili bezvrtlozna) komponentom vektorskog polja. Druga komponenta,

) 1 jx/ a3’
— —rotrot [ YT T 2.6.123
jr = _rotro / F—y ( )
je tzv. transverzalna (solenoidna) komponenta. Ona zadovoljava uslov divjy = 0. Ovim smo
pokazali Helmholcovu teoremu, po kojoj se svako vektorsko polje moze razloziti na transverzalnu
i longitudinalnu komponentu.

Jednacina (2.6.118) je dakle

1 9°A .

Sa desne strane ove jednac¢ine figuriSe samo transverzalna komponenta gustine struje. Kulonov
gauge se Cesto naziva transverzalnim kalibracionim uslovom.
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Glava 3

Elektromagnetno polje u sredini

U prethodnoj glavi formulisali smo jednacine za elektromagnetno polje naelektrisanja koje se
nalaze u vakuumu. U ovoj glavi naé¢i ¢emo jednacine za polje naelektrisanih ¢estica u prisustvu
sredine. Drugo poglavlje je posveceno elektrodinamickim jednac¢inama koje opisuju sredine, a
tre¢e grani¢nim uslovima.

3.1 Maksvel-Lorencove jednacine za polje u sredinama

Elektromagnetno polje u sredini generisu naelektrisanja te sredine kao i naelektrisanja uneta u
tu sredinu. Mikroskopska gustina naelektrisanja 7(r,t), odnosno struje k(r,t) sredine su brzo
fluktuirajuce funkcije kako u prostoru tako i u vremenu. Sva naelektrisanja, dakle spoljna i
unutrasnja, generisu mikropolja: mikroskopsko elektricno polje e(r,t) i mikroskopsku magnetnu
indukciju b(r,¢). Mikropolja su takodje brzo fluktuirajuée funkcije. Karakteristike mikropolja
zavise od sredine. Potpuno su razli¢ite npr. u plazmi i u kristalu. Vremenske fluktuacije
mikropolja variraju od 10~3s za vibracije jezgara do 10~'"s, §to odgovara elektronskom orbital-
nom kretanju. Prostorne fluktuacije su reda 107%m ili manje. Uzimajuéi da se sva naelektrisanja
prisutna u sredini, dakle naelektrisanja sredine i spolja uneta naelektrisanja, nalaze u vakuumu
mozemo napisati Maksvelove jednacine za mikropolja:

div(epe) = 1 + pext

divb =0
ote = —8b
TN T T
b . Oe
rot<%> = K+ ot + 20 (3.1.1)

Indeks ext se odnosi na spolja uneta naelektrisanja. Da bismo imali kompletan sistem jednacina,
jednacinama za polje moramo dodati jednacine kretanja naelektrisanih cestica:

dpa

dt ZQQ(ea+VaXba)7 azl;'--,N (312)

A7
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gde je N je reda velicine 10%. Iz ovog sistema jednacina ne mozemo izvuéi neku znacajnu
informaciju. Cak i kad bismo uspeli da resimo jednacine ne znamo pocetne uslove, tj. pocetne
polozaje i brzine sveke Cestice.

Mikroskopska polja kao i mikroskopska gustine naelektrisanja i struje su neopservabilne
velicine. Makroskopske velic¢ine se dobijaju usrednjavanjem mikroskopskih. Usrednjavanje se
vr§i po prostoru i vremenu. U eksperimentima se ne meri polje u tacki r, ve¢ srednje polje un-
utar oblasti AV oko tacke r. Slicno, mikroskopske veli¢ine usrednjavamo po vremenu. Vrednost
makroskopske veli¢ine u trenutku ¢ je srednja vrednost odgovarajuce mikroskopske veli¢ine u
vremenskom intervalu (¢t — %, t+ %) Velicine AV i At su vece od skale vezane za mikroskopske
fluktuacije, ali dosta manje od makroskopske skale. Usrednjavanjem dobijamo makroskopske
velicine koje su glatke funkcije.

Makroskopsko elektriéno polje, E(r,t) je srednja vrednost mikroskopskog polja, e(r, t):

1 At/2
B(r.) = {e(r.1)) = 510 /AV d3r//A/2 dt'e(r +1/,t +1) | (3.1.3)
—At

Slicno se definisu srednje vrednosti ostalih mikroskopskih velicina. Makroskopsko magnetno
polje je B(r,t) = (b(r,t)).
Jasno je da parcijalni izvodi komutiraju sa usrednjavanjem:

81 (e(r,t)) = <6iie(r,t)> (3.1.4)

i slicno 5 5
— =(= . 1.
5 et = (etwn)) (3.15)
Posle usrednjavanja mikroskopskih jednacina (3.1.1) dobijamo

div(goE) = (1) + pext

divB =0
0B
T D
1o o
B ] OE
rot<%> = (k) + Jext + fopg

gde su E i B makroskopska jacina elektri¢nog polja, odnosno makroskopska magnetna indukcija,
a (k) i (n) su makroskopske gustine struje i naelektrisanja. Makroskopske gustine naelektrisanja
i struje su funkcije makroskopskih polja.

Unutrasnja naelektrisanja ¢emo podeliti na slobodna i vezana. Slobodna naelektrisanja se
kre¢u po celom telu. Vezana naelektrisanja su lokalizovana u atomu, molekulu ili jonu sredine.! U
metalima postoje slobodni elektroni; joni i elektroni su slobodna naelektrisanja u plazmi, joni su
takodje slobodna naelektrisanja u elektrolitu. Mikroskopska gustina unutrasnjih naelektrisanja
je

n="ns + Tvez » (316)

1Ova podela je uslovna, npr. u brzo promenljivom polju sva naelektrisanja se ponasaju kao vezana.




3.1. MAKSVEL-LORENCOVE JEDNACINE ZA POLJE U SREDINAMA 49

dok je mikroskopska gustina struje
k = kg + Ky, - (3.1.7)

Indeksi sl, odnosno vez oznacavaju o kakvim naelektrisanjima se radi. Srednje vrednosti ovih
gustina su

(n(x, 1)) = (ma(r,t)) + (Mves(r, 1))
<k(1‘,t)> = <ksl(r7t)>+<kvez(rat)> :

Mikroskopska gustina slobodnih naelektrisanja je

na =Y q;0% (r —r;(t)) , (3.1.8)

jesl

gde sumiranje vrSimo po slobodnim naelektrisanjima. Mikroskopska gustina vezanih naelek-
trisanja je

Nvez = Znn(r’ t) s (319)

gde je n,(r,t) gustina naelektrisanja n—tog molekula (ili *éelije’ tela; atoma, jona,.. ). Gustina
naelektrisanja n—tog molekula je

(e ) = 3 a0 = r(t))
= Y 48V (r —ra(t) —ru(t))

JjEN

gde je r,, radijus vektor centra mase n—tog molekula, r,; je radijus vektor naelektrisanja g; koje
pripada n—tom molekulu, u odnosu na njegov centar mase. Ove oznake su predstavljene na slici
3.1. Polarizacija, P(r,t) je definisana kao dipolni moment jedini¢ne zapremine

P(r,t) = Z”Z;va” . (3.1.10)

U prethodnoj formuli sumira se po dipolnim momentima koji su u okolini tacke r u trenutku t¢.
Molekule ¢emo smatrati tackastim dipolima. Vektor polozaja molekula indeksa n je r,, a njegov
dipolni moment je p,. Mikroskopska polarizacija sistema tackastih dipola je

an (r—1,(t)) . (3.1.11)

Usrednjavanjem mikroskopske polarizacije dobijamo makroskopsku polarizaciju:

P(r,t) = <an (r—r, t))> . (3.1.12)
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<3

Slika 3.1: Molekul indeksa n i polozaji njegovih naelektrisanja.

Makroskopsku polarizaciju zva¢emo samo polarizacijom. Gustina vezanih naelektrisanja je sred-
nja vrednost mikroskopske gustine vezanih naelektrisanja, tj.

Pres = <Z nn> = <Zqu5<3><r -1, - rnj>> : (3.1.13)

n  jen

Ako dalje delta funkciju formalno razvijemo u red, smatrajuéi da je |r,;| < |r,|, imamo

Pven = <Z<Z%5(3)(1‘—1‘n)—2%%'V5(3)(F—Tn(t))+~->>

= <Z 0@ (r — rn)> — <Z Pn - VO (r — rn(t))> +.... (3.1.14)

Clanove kvadratne po dimenzijama molekula smo zanemarili. Primenom (A.0.4), dalje imamo

Pyvez = <Z G0 (r — rn)> — div <Z pn - 03 (r — rn(t))> +...
= <Z 30 (r — rn)> —divP . (3.1.15)

Molekule (odnosno atome, jone,..) karakteriSemo sa njihovim ukupnim naelektrisanjem i dipol-
nim momentom. Sledeca korekcija bi bio kvadrupolni moment, ali taj ¢lan nismo ukljucili. Sa
¢n obelezili smo naelektrisanje n—tog molekula. Ako je molekul elektroneutralan onda je prvi
¢lan u krajnjem rezultatu u (3.1.15) jednak nuli.
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Ukupna srednja vrednost mikroskopske gustine naelektrisanja je

(m = pa+ <Z 4P (r — rn)> — divP
= p—divP, (3.1.16)

gde je

p= <Z ;0 (r — rj(t)> + <Z 30 (r — rn)> (3.1.17)

j.sl n
makroskopska gustina naelektrisanja. Ona se sastoji od dva sabirka. Prvi je srednja vred-
nost mikroskopskog slobodnog naelektrisanja, a drugi se dobija usrednjavanjem gustine vezanih
naelektrisanja molekula smatrajuc¢i da su molekuli tackasti.

U metalima postoje slobodni elektroni, zatim vezani elektroni i nepokretni pozitivno naelek-
trisani joni u évorovima metalne resetke. Zbir prvog i drugog ¢lana u (3.1.17), za metale jednak
je nuli, jer je sredina elektroneutralna. Dakle, makroskopska gustina naelektrisanja provodne
sredine je jednaka nuli. Da bi makroskopska gustina naelektrisanja, p bila razli¢ita od nule nije
dovoljno da se naelektrisanja sredine mogu slobodno kretati u njoj, tj. nije dovoljno da postoje
slobodna naelektrisanja. Ova nelektrisanja ne smeju biti ekrenirana vezanim naelektrisanjima
jona. U dielektricnim sredinama nema slobodnih naelektrisanja pa je prvi sabirak u (3.1.17)
jednak nuli. Molekuli sredine su elektroneuralni, pa je i drugi sabirak jednak nuli. Neutralnost
sredine u oba slucaja se narusava dodavanjem spoljnih naelektrisanja. U literaturi se c¢esto p
identifikuje sa pg Sto nije tacno. Ukoliko su molekuli sredine elektroneutralni tada je p = py.

Magnetni dipolni moment date raspodele naelektrisanja

1
m = /d3rr x j(r,t) (3.1.18)
za sistem tackastih naelektrisanja postaje
1
m = 3 ;qara X Vg - (3.1.19)
Magnetizacija se definise slicno kao polarizacija:
D neay M
M(r,t) = &neal 3.1.20

Ona je suma magnetnih dipolnih momenata po jedinici zapremine. Za sistem tackastih magnet-
nih dipola izrazena je preko delta funkcije

M(r,t) = > mad®(r —r,(t)) . (3.1.21)

Mikroskopska magnetizacija sredine je

p(r,t) = Zmné(B)(r —1,(1)) . (3.1.22)
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U prethodnoj formuli m,, je magnetni dipolni moment n—tog molekula. Srednja vrednost
mikroskopske magnetizacije je makroskopska magnetizacija (koju é¢emo zvati magnetizacijom)

M(r, t) = (p(r, 1)) . (3.1.23)

Neka je v, brzina n—tog molekula, a v,; = % brzina -tog naelektrisanja koje pripada
n—tom molekulu u odnosu na centar mase molekula. Jasno je da je brzina :—tog naelektrisanja
koje pripada n—tom molekulu data sa v; = v,, + v,;. Srednja vrednost mikroskopske gustine
struje vezanih naelektrisanja je

jvez(ra t) = <kVeZ(r7 t)> = Z <kn(r’ t)>

_ <22q1 Vi 4 V)0 (r — 1 (t) — rm(t))>

n en

= D) {ai(va +va) (0D (r = (1) = 1 - VIO (r — 1,(1))))

n  iEn

+ o, (3.1.24)

gde smo delta funkciju razvili u red. Sredjivanjem gornjeg izraza imamo

Jvea(r,t) = Z Z <ql-vn5(3) (r — rn(t))> + <qivm;5(3) (r — rn(t))>

n  i€en
o <Z Z inn(rni : V5(3)(1" - I‘n(t)))>
n i€n
- <Z > qivai(rn - 76 (r — rn(t)))> . (3.1.25)
n  ien
Dobili smo ¢etiri ¢lana i svaki od njih ¢emo analizirati posebno. Prvi ¢lan je
> qivadD (e = 1,(t) = guvad® (r — 1 (1)) - (3.1.26)
1€En

Za elektroneutralne molekule ovaj ¢lan je jednak nuli. Drugi sabirak je

2D et =) = 3PV - rult)

_ at(zpn (r = 10(t)))
_ an v, - VO (r —r,(t))) .

Poslednji ¢lan je reda brzine molekula i mozemo ga zanemariti, jer je |v,;| > |v,|. Treéi sabirak
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se takodje moze zanemariti iz istog razloga. Lako se vidi da je

Z @i Vni(Tpi - V§(3)(r —r,(t)) = %(Z @i (T - V5(3)(1" - rn(t))))

€N iEN
Y iV 09 — 1 (1))
€N
o
_ Y By
; QZrnz(rm 8t ( \V ) (I' rn(t))>
A =Y qiTai(Vi - 0P (r — 1, (1))) (3.1.27)
€N

gde smo clanove kvadratne po dimenziji molekula zanemarili. Prilikom razvijanje delta funkcije
u red zadrzavali smo linearne ¢lanove po r,;. Koristeéi (3.1.27) cetvrti clan u (3.1.25) se trans-
formise prema

= S availra - OO - 1 (1))

n 1i€eEn
1 1
= -3 Z Z GiVi(Tni - 703 (1 — 1, (1)) + 5 Z Z GiTi (Vi - 703 (r — 1, (1))
n.i€n n  i€n
= %Z Z%‘ v 0 (r — 1, (1) X (rpi X Vi)
n  i€n

= > v (r—r,(t)) x m,
= ) rot(m, 5% (r —r,(t))) . (3.1.28)

n

U pretposlednjem koraku primenili smo (A.0.7).
Sabiraju¢i sve clanove dobijamo mikroskopsku gustinu vezanih naelektrisanja

Z V0@ (r — 1, (1))
o ( > 0 — 1, (1) +rot( Ym sV - e, (1) . (3129)

Usrednjavanjem mikroskopske gustine struje dobijamo
<k> = <ksl + kvez>
= Z <C]in(5( (r —ur;(t —I— Z <qnvn (r — rn(t))>

i€sl

N <(an A )>+rot<(zma<3>r—r >>)>

oP
= J+ o T rotM (3.1.30)
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gde je

i= Z <ini5(3)(r —r;(t)) + Z <qnvn(5(3) (r—ra(1))) (3.1.31)

i€sl
makroskopska gustina struje. Za elektroneutralne molekule ona se svodi na gustinu struje slo-

bodnih naelektrisanja. Kod provodnih sredina drugi ¢lan je obiéno zanemarljiv u odnosu na
prvi. Zamenjujuéi izraze (3.1.15) i (3.1.30) u (3.1.6) dobijamo

div(egE) = p + pext — divP

divB =0
0B
tE = ——
1o 5
B, . . oP OE
rot(%) = J + Jext + rotM + o + 057 (3.1.32)

Uvodec¢i D-vektor (elektriéna indukcija) i ja¢inu magnetnog polja, H sa?

D=¢gE+P

1
H=—DB-M, (3.1.33)

Ho

prethodne jednacine postaju
divD = p + pext (3.1.34)
divB =0 (3.1.35)
0B
tE = —— 3.1.36
ro > (3.1.36)
oD

rotH :J +jext + E (3137)

Ovo su Maksvel-Lorencove? jednacine za elektromagnetno polje u sredini. Nepoznate veli¢ine su
E.B,D,H,jip. Broj nepoznatih je petnaest. Broj jednacina Sest, jer su dve dopunski uslovi.
Maksvel-Lorencove jednacine se moraju dopuniti sa jos deset jednacina koje karakterisu sredinu.

2Vektor D se naziva i vektorom elektriénog pomeranja (engleski the electric displacement). Termini jacina
magnetnog polja i magnetna indukcija, za veli¢ine H, odnosno B su istorijski. Ova notacija signalizira da veli¢ina
B odgovara elektri¢noj indukciji, a velicina H elektricnom polju. Medjutim, u sustini je obrnuto. Fundamen-
talne veli¢ine kojima opisujemo elektromagnetno polje su E i B, jer one odredjuju silu koja deluje na probno
naelektrisanje. Velicine D i H su pomo¢ne. Pojedini autori H nazivaju magnetnom indukcijom, a B ja¢inom
magnetnog polja, da bi se napravila analogija izmedju elektri¢nih i magnetnih veli¢ina.

3Cesto se nazivaju i samo Maksvelovim jednacinama.
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3.2 Elektrodinamicke jednacine sredine

Kao sto smo rekli Maksvel-Lorencove jednac¢ine moramo dopuniti sa jednac¢inama koje karak-
terisu sredinu. Te jednacine su oblika

D = D(E,B)
H = H(E,B)
j = J(EB). (3.2.38)

Elektrodinamicke jednacine sredine® dobijamo bilo empirijski, bilo metodama teorijske fizike.
Npr. za ¢vrsta tela one se dobijaju primenom metoda kvantne statisticke fizike, za jonizovani
gas odnosno plazmu moramo konsultovati teorijsku fiziku plazme itd.

U elektrostatickom, odnosno magnetnostatickom polju supstancijalne jednacine za neprovodnu
sredinu imaju jednostavan oblik:

p=20

j=0

D = ¢pcE

B = pouH | (3.2.39)

gde su € i p konstante. Nazivamo ih relativna dielektricna permitivnost, odnosno relativna mag-
netna permeabilnost sredine. Jednacine sredine su, kao $to vidimo linearne. Molekuli ovakvih
sredina su najcesée elektroneutralni, pa se makroskopska gustina struje i naelektrisanja svode
na gustine naelektrisanja i struje slobodnih naelektrisanja, ali i one su jednake nuli.

Sredine kod kojih prethodne formule vaze i u promenljivom elektromagnetnom polju

r,t) = popH(r, t) , (3.2.40)

zva¢emo Maksvelovi dielektrici. Jasno je da ove jednacine mogu vaziti samo za sporo promenljiva
polja.
Ukoliko se provodna sredina nalazi u statickom polju onda je

p=0

j=0E

D = ¢pcE

B = popuH (3.2.41)

gde je o provodnost sredine. Prva jednacina je posledica elektroneutralnosti sredine. Druga
jednacina je Omov zakon. To je veza izmedju makroskopske gustine struje i elektricnog polja.

4Nazivaju se i supstancijalnim ili materijalnim jednacinama.
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Maksvelov provodnik je sredina kod koje prethodne relacije vaze i za promenljiva polja. Provodna
sredina ne dozvoljava postojanje zapreminske gustine naelektrisanja. Polaze¢i od jednacine kon-
tinuiteta i Omovog zakona

dp

s +div(cE) =0

dp o
T
ot + 505p

dobijamo

at

p(t) = p(0)e o= . (3.2.42)

Kod dobrih provodnika veli¢ina gge /o je mala pa je p = 0.
Ako je sredina anizotropna onda su veli¢ine €, u, o tenzori dielektricne permitivnosti, mag-
netne permeabilnosti odnosno provodnosti. Jednacine (3.2.41) postaju

ji(I‘, t) = O'Z‘jEj(I', t)
Di(r, t) = EQEijEJ‘(I‘, t)
Bi(r,t) = /Loﬂinj<r,t) . (3243)

Prethodne relacije su lokalne i simultane, tj. sredina je bez disperzije, Sto je fizicki neprihvatljivo.
Elektrodinamicka reakcija sredine, koju odredjuju polarizacija i magnetizacija, u trenutku ¢ zavisi
od polja i osobina sredine u ranijim trenucima vremena. Ovakve sredine se nazivaju sredinama
sa vremenskom disperzijom. Dakle, veza izmedju polarizacije, odnosno magnetizacije i polja je

t
P(r.t) = / At f,5(r,t,¢) B (¢ v)
t
Mi(r,t) = / At g5 (r, 6,V Hi (1 v) | (3.2.44)

gde su f;; i g;; funkcije koje zavise od sredine. Polarizacija i magnetizacija ne mogu zavisiti od
polja i karakteristika sredine u kasnijim trenucima vremena, jer bi time bila narusena kauzalnost.
Elektrodinamicke jednacine linearne sredine sa vremenskom disperzijom su

t
Di(I‘, t) = / dt/F;'](I', t, t/)Ej (t/, I')

—00

t
BZ'(I', t) = / dt,Gij (I’, t, t/)Hj (t/, I‘)

— 00

t

jl-(r,t) :/ dt/Kij(I‘,t,t/)Ej(t/,I‘) .
—0oQ

Tenzori Fj(r,t,t'),Gi;(r,t,t'), Ki;(r,t,t') karakterisu sredinu. Tenzori Fj; i G;; su u vezi sa

tenzorima f;; odnosno g;;. Ako je sredina stacionarna, tj. njene osobine se ne menjaju sa

vremenom, jezgra linearnih operatora Fj;, G;; i K;; zavise od razlike t—t', a ne od ¢ i ¢’ ponaosob.
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Za stacionarne sredine vrednosti jezgara integralnih operatora se ne menjaju pri vremenskim
translacijama, tj.

Fij(r,t+ 7, +7) = Fy(r, ¢, 1), (3.2.45)
za proizvoljno 7. Specijalno ako izaberemo 7 = —t' dobijamo
F,; = Fyj(r,t —t) (3.2.46)

kao sto smo tvrdili. Supstancijalne jednacine za stacionarne sredine sa vremenskom disperzijom
su

t
D;(r,t) :/ dt'Fj(r,t — t)E;(t',r)

t
Bz-(r,t):/ dt'Gyj(r,t — t')H;(t',r)

—0o0

t
Ji(r, 1) :/ dt'Kij(r,t — ') E;(t, 1) .

—00

Ukoliko npr. vrednost vektora elektricne indukcije u tacki r zavisi od jacine polja u okolnim
tackama onda to nazivamo prostornom disperzijom. Vremenska disperzija, zbog konacnosti
prostiranja elektromagnetne interakcije uvek prati prostornu disperziju. Dakle, za sredine sa
prostorno—vremenskom disperzijom supstancijalne jednacine imaju sledeci oblik

t

Di(r,t):/ dt’/d3r’E-j(r,r’,t,t’)Ej(t’,r')
t

B;(r,t) —/ dt’/d?’r’Gij(r,r',t,t’)Hj(t’,r’)
t

Ji(r, 1) :/ dt’/d?’r’Kij(r,r’,t,t’)Ej(t',r’).

Ove veze su linearne. Ako jezgra sva tri integralna operatora u prethodnim jednac¢inama zavise
od razlike r — r’, tj, ukoliko je npr.

t
D;(r,t) = / dt’/d3r’Fij(r —r' t,t")E;(t',r") (3.2.47)
onda takve sredine nazivamo homogenim. Tenzor Fj; je translaciono invarijantan, tj.
F,(r,r') = Fj(r+a,r’' +a) (3.2.48)
gde je a proizvoljan vektor. Specijalno za a = —r’ sledi
Fij = Fj(r—r') .

Sredina moze, u opStem slucaju, biti nelinearna. To su sredine kod kojih veza izmedju
polarizacije, odnosno magnetizacije i polja nije linarna. Npr. sredine koje se nalaze u spoljasnjim
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n

Slika 3.2: Grani¢na povrs izmedju dve sredine.

jakim poljima su nelinarne. Kod njih je npr. veza izmedju polarizacije i elektricnog polja data
sa

Pi = GOKJZ‘jE]’ + EOKZ(Q) EJEk + 60:‘43(3) EJEkEm e (3249)

ijk ijkm
@) . (3) L i : .. L, o
gde su Kjj, K5 1 K, koeficijenti. Ove veze mogu biti komplikovanije. Mi ne¢emo ulaziti u
analizu ovakvih sredina.

3.3 Granicni uslovi

Postoje fizicke situacije u kojima jacine elektricnog polja i magnetnog polja kao i elektricna i
magnetna indukcija nisu neprekidne funkcije. Ukoliko se na nekoj povrsi nalaze naelektrisanja
i/ili teku struje onda neke od komponenti polja trpe skokove. Vrednosti ovih skokova se dobijaju
iz samih Maksvel-Lorencovih jednacina. Neka je ¥ grani¢na povrs izmedju dve sredine, kao
sto je prikazano na slici 3.2. Veli¢ine koje se odnose na prvu sredinu obelezi¢emo indeksom 1,
a one koje se odnose na drugu sredinu sa indeksom 2. Uzecemo da je AS mala povrSina na
grnicnoj povrsi i konstruisa¢emo zatvorenu cilindriénu povrs tako sto ¢emo u svakoj tacki povrsi
AS konstruisati normalu na ovu povrs. Visina ove normale je Ah, po pola u svakoj od oblasti
11 2. Bagzisi ove cilindri¢ne povrsi su AS; i AS,, kao §to se vidi na slici 3.2. Zapremina koju
obuhvata cilindri¢na povrs je AV. Integracijom prve Maksvel-Lorencove jednacine, (3.1.34) po

zapremini AV imamo
/ divDd?*r = / pd®r . (3.3.50)
AV AV

Sa p smo obelezili zbir makroskopske gustine nealektrisanje i gustine spolja unetih naelektrisanja.
Primenom Gausove teoreme imamo

/ pd3r = 74 D -dS
AV A(AV)

_ D.dS + D-dS+/D-dS, (3.3.51)
AS1 ASo M
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gde je M omotaé cilindra. Element zapremine je d3r = AhdS za malo Ah, pa u limesu Ah — 0
imamo

/A lim (pAh)dS - /AS(D2 ~ D)) -ndS , (3.3.52)

gde smo uveli ort normale n na grani¢noj povrsi. Vektor n je usmeren od sredine 1 ka sredini 2.
Kada Ah tezi nuli povrsi AS;, AS; se poklapaju sa AS. Izraz

lim (pAh)
ahso \P
u (3.3.52) je nenulti ako gustina naelektrisanja divergira na grani¢noj povrsini. Ocigledno je,

da je on jednak povrsinskoj gustini makroskopskogi spolja unetog naelektrisanja na grani¢noj
povrsi. Dakle,

/ (Dy — Dy) -ndS = / odS . (3.3.53)
AS AS
Kako je predhodni izraz tacan za proizvoljno malu povrs AS to je

Dgn — Dln =0, (3354)

gde je D,, = D-n normalna projekcija vektora elektricne indukcije. Projekcija vektora elektricne
indukcije na pravac normale u datoj tacki grani¢ne ravni i u datom trenutku vremena trpi skok
koji je jednak povrsinskoj gustini makroskopskih i eksternih naelektrisanja u toj tacki granicne
povrsi i u tom trenutku vremena.
Analogno, iz (3.1.35) sledi
By, — By, =0, (3.3.55)

tj. normalna projekcija magnetne indukcije je neprekidna funkcija na granici dve sredine. Iz
izraza za zapreminsku gustinu polarizacionog (vezanog) naelektrisanja

divP = —pye, (3.3.56)

sledi
PQn - Pln = —Ovez - (3357)

Normalna komponenta vektora polarizacije na granici dve sredine ima skok ukoliko se na njoj
nalaze povrsinska vezana naelektrisanja.

Analizirajmo sada granic¢ne uslove koji slede iz trece i ¢etvrte Maksvel-Lorencove jednacine.
Neka se kriva AB nalazi na grani¢noj povrsi X, slika 3.3. Konstruisimo povrsinu AS kojoj
pripada kriva AB i koja je normalna na grani¢nu povrs. Visina ove povrsi je Ah, po pola sa
svake strane granice. Integrali¢emo cetvrtu Maksvel-Lorencovu jednacinu (3.1.37) po povrsini
AngBlAl

/j-dS + a—D-dsz/ rotH - dS
AS as Ot AS

Ao Bs
= H-dl+ H-dl
A1 A2
Bl AZ
+ H-dl+ [ H-dl. (3.3.58)

B> B1
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Ay

b :%;\:A T

1 B1 Al

Slika 3.3: Povrsina dS je AQBQBBlAlA

U prethodnom izrazu primenili smo Stoksovu teoremu. Dalje ¢emo element povrSine povrsi
AQBQBlAl napisati kao
dS = dSv = Ahdilv (3.3.59)

i uzeti limes Ah — 0. Tako dobijamo

/B lim (jAh)udl:/B(Hg—Hl)-le. (3.3.60)

A Ah—0 A

U limesu Ak = 0 linijski integrali duz Ay A; i ByB, su jednaki nuli. Velicinu limay o (jJAR)
¢emo obeleziti sai. Ona je gustina povrsinske struje makroskopskih i spolja unetih naelektrisanja.
Ona je jednaka koli¢ini naelektrisanja koje u jedinici vremena prodje kroz jedini¢nu duzinu koja je
normalna na pravac prenoSenja naelektrisanja. Gustina povrsinske struje paralelna je grani¢noj
povrsi. Iz (3.3.60) sledi

i-v=MH,—Hy) 1. (3.3.61)
Primenom 7 = v X n, imamo
i-v=H,—H,) (vxn), (3.3.62)
odnosno
i-v=(nxHy—Hy)) v. (3.3.63)

Posto je v proizvoljan vektor koji pripada granicnoj povrsi i kako i vektor povrsinske gustine
struje takodje pripada ovoj povrsi, to sledi

nx (Hy—H)) =1i. (3.3.64)

Ova relacija daje skok tangencijalne komponente jacine magnetnog polja. Mnozenjem poslednje
relacije vektorski sa n dobijamo
Hy,, —Hy;,=ixn, (3.3.65)
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gde su Hy; odnosno Hy; tangencijalne komponente vektora ja¢ine magnetnog polja u sredini 2
odnosno 1°. Tangencijalna komponenta jac¢ine magnetnog polja nije neprekidna pri prelasku iz
jedne u drugu sredinu u onim tackama grani¢ne povrsi gde postoji povrsinska struja makroskop-
skih i/ili externih naelektrisanja.

Analogno iz tre¢e Maksvelove jednacine

0B
tE = ——
o ot
sledi
E2t - Elt - 0 . (3366)

Tangencijalna komponenta vektora elektri¢nog polja je neprekidna. Zapreminska gustina vezanih
struja je zbir magnetizacione i polarizacione struje

oP
Jvez = rotM + o (3.3.67)

Odavde sledi izraz za skok tangencijalne komponente magnetizacije
Mgt — Mlt = ivez Xn. (3368)

Ona postoji u onim tackama grani¢ne povrsine u kojima teku struje vezanih naelektrisanja.

5Proizvoljan vektor A mozemo razloziti na normalnu i tangencijalnu komponentu u odnosu na ort n na sledeéi
nacin
A=A,+A,
gde je
A,=(A -n)n

Ai=(nxA)xn.
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Glava 4

Teoreme elektromagnetnog polja

Elektromagnetno polje ima energiju, impuls i moment impulsa. U ovoj glavi, na sistematski
nac¢in, ¢emo odrediti ove velicine. Iz teorijske mehanike (vidi npr. [10]) je poznato da su
ove velic¢ine vezane sa prostorno-vremenskom simetrijom teorije. Jedan nacin da odredimo ove
veli¢ine je preko Neterine teoreme. Medjutim, mi ¢emo ove velic¢ine za elektromagnetno polje
odrediti na indirektan na¢in. Po¢i¢emo od odgovaraju¢ih teorema Njutnove mehanike.

4.1 Pointingova teorema

Razmotrimo sistem naelektrisanih cestica koje se kre¢u unutar neke zapremine. Ove Cestice
generisu elektromagnetno polje. Promena kineticke energije ¢estica u jedinici vremena, po teo-
remi energije, je

%(ZSG)ZZQQ(EO‘—I—VGXBa)'Vazzana'Ea , (411)

gde smo sa &, obelezili energiju cestice indeksa «. Elektri¢no i magnetno polje u tacki u kojoj
se u datom trenutku nalazi naelektrisanje ¢, su E, odnosno B,. Iz gornje formule vidimo da
magnetno polje ne vrsi rad. Ono moze da promeni pravac i smer brzine Cestice, ali ne i njen
intenzitet. Prelazak sa diskretne na kontinualnu raspodelu se lako nalazi 'ubacivanjem’ delta
funkcije:

%(ZQ - / Er()_ gavad® (r = ra)(1)) - E(r, 1)

= /d37‘j ‘E . (4.1.2)

Izraz f d3rj- E je rad polja u jedinici vremena (snaga) na premestanju naelektrisanja. On govori
o pretvaranju elektromagnetne u mehanicku energiju.

Pretpostavimo sada da je unutar neke fiksne oblasti V' prisutna makroskopska sredina koja je
nepokretna, linearna i neka su efekti disperzije sredine zanemarljivi. Primenom ¢etvrte Maksvel—
Lorencove jednacine i vektorskog identiteta

div(E x H) = H - rotE — E - rotH
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imamo
D
j-E = E-rotH—E-aa—Zf
D
= —div(ExH)qLH-rotE—E-aa—t
0B oD
= —divi(ExH)-H-— -E-— . 4.1.3
iv(E x H) T T (4.1.3)

U drugom redu iskoristili smo tre¢u Maksvel-Lorencovu jednac¢inu. Na osnovu prethodnog izraza
i (4.1.2) imamo

OB oD
3,3 . - _ . 3,. Rt e 3
/Vdm E /lev(ExH)dr /V<H 5 T 8t>dr. (4.1.4)

Sa j u (4.1.4) obelezili smo zbir spoljasnje i makrosksopske gustine struje u sredini.

Izraz E - dD + H - dB u opstem slucaju nije totalni diferencijal. Za sredine koje su linearna
i bez disperzije ovaj izraz jeste totalni diferencijal, i to ¢emo sada pokazati. Jednacine koje
karakterisu sredinu imaju sledeé¢i oblik

D; = epeij Ej, Bi = popiiHj. (4.1.5)
Tada imamo
E-dD = EdD, = cei; EidE,
= %EO(eijEidEj + €, EidE;)

1
= 560(€7LjEidEj + GjiEjdEi)

1
= §€O(EijEZ'dEj + EijEjdEi)
1 1

gde smo u tre¢em redu neme indekse ¢ i j zamenili u drugom ¢lanu, a zatim u narednom redu
iskoristili da je tenzor elektricne propustljivosti simetrican. Sli¢no je

H-dB = %d(H ‘B) . (4.1.7)

Zamenom (4.1.6) i (4.1.7) u (4.1.4) dobijamo

d D-E H-B
d&Brj-E4+ — [ d&r + = —7{ S, -dS, 4.1.8
/v dt Jy ( 2 2 > S=ov 418)

gde je S, = E x H Pointingov vektor. Izraz

W:/Vdi‘r(Dz'E n H2B>
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je elektromagnetna energija, dok je podintegralni izraz

1
u=3(E-D+B-H),

gustina elektromagnetne energije. U sluc¢aju sredine koju analiziramo veli¢ina

/Vd3r<H-%—?+E-%—]?)

jeste vremenski izvod velicine koju interpretiramo kao energiju elektromagnetnog polja. U
opstem slucaju taj izraz nije vremenski izvod neke veli¢ine, pa energiju elektromagnetnog polja
ne mozemo generalno definisati. U sredinama sa disperzijom postoje gubici energije. Kod takvih
sredina gornji izraz nije totalni diferencijal.

Pointingovu teoremu (4.1.8) mozemo iskazati re¢ima na slede¢i nac¢in: Zbir promene elek-
tromagnetne energije u oblasti V' u jedinici vremena i energije koja u jedinici vremena iscuri
kroz grani¢nu porsinu oblasti V' jednaka je negativnhom radu u jedinici vremena na premestanju
naelektrisanja. Koristeéi (4.1.2) imamo

%(Zga + Wem) = _év Sp -dS 3 (419)

odakle vidimo da je promena mehanicke i energije elektromagnetnog polja u jedinici vremena
jednaka negativnom fluksu Pointingovog vektora kroz grani¢nu povrsinu. Ovo je oc¢igledno zakon
odrzanja energije, i joS jedna formulacija Pointingove teoreme.

Ako se naelektrisanja nalaze u vakuumu, Pointingova teorema (4.1.8) ima oblik

E2 B?
/d3rj-E+ 4 d%(eo + —) = —]{ Sp - dS, (4.1.10)
v de Jy 2 2p0 s=ov
odnosno
g(V[/me}ﬂLWem> - —f S, -dS . (4.1.11)
dt s—ov

Za polje se kaze da je potpuno ako je jednako nuli na granici kona¢ne oblasti, ili, ako je granica
u beskonacnosti, onda polje opada sa rastojanjem bar kao 1/r?. Za potpuno polje fluks Pointin-
govog vektora kroz granicnu povr$ je nula, pa je ukupna energija sistema, tj. zbir energije
polja i mehanicke energije stalan. Potpuno polje je analogon izolovanog sistema u mehanici.
Pointingovu teoremu mozemo napisati i u diferencijalnom obliku. Iz (4.1.8) sledi

j.E+ag%+divsp:o (4.1.12)
odnosno p
a(umeh + Uem) + divS, =0 . (4.1.13)

Prethodni izraz ima istu formu kao i jednacina kontinuiteta; to je standardni oblik zakona
odrzanja. Sa upyen oznacili smo zapreminsku gustinu mehanicke energije naelektrisanih cestica.
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Slika 4.1: Pointingov vektor u sluc¢aju ortogonalnih statickih polja.

Fluks Pointingovog vektora

]{sp-ds
S

je energija u jedinici vremena koja prostruji kroz zatvorenu porsinu S. Dimenzije Pointingovog
vektora su J/sm?. Dali moZemo interperirati Pointingov vektor lokalno, kao gustinu fluksa snage
tj. kao energiju koja u jedinici vremena prodje kroz povrSinu normalnu na pravac prenosenja
energije? U jednom broju slucajeva to je moguce, ali ne vazi generalno. Rekli smo da je
S, = E x H Pointingov vektor. Medjutim, umesto njega mozemo za Pointingov vektor uzeti i
c¢itavu klasu vektora

S; =S, +10tA,

gde je A proizvoljno vektorsko polje, jer je divrot = 0. Pointingov vektor nije jednoznacno
definisan. Pointingovi vektori koji se razlikuju za rotor nekog vektorskog polja daju isti fluks
kroz zatvorenu povrsinu i istu divergenciju. Pointingova teorema ne vidi razliku izmedju njih.
Iz tog razloga Pointingov vektor nije opservabilna veli¢ina. Fizicki smisao ima fluks Pointin-
govog vektora kroz zatvorenu povrsinu, on je jednak negativnoj promeni energije (mehanicke i
elektromagnetne) u oblasti obuhvaéenoj tom povrsinom.

Navedimo jednostavan primer. Neka je elektrostaticko polje plocasog kondenzatora postavl-
jeno ortogonalno na magnetostaticko polje permanentnog magneta, kao na slici 4.1. Pointingov
vektor S, = LOE x B je razli¢it od nule, iako nema nikakvog strujanja energije; polja su staticka.
Medjutim, fluks Pointingovog vektora kroz ma koju zatvorenu povrsinu u ovoj oblasti je jednak
nuli.

Primenimo Pointingovu teoremu za dugacak provodnik poluprecnika a koji je vezan na izvor
elektromotorne sile. Neka je z—osa usmerena duz ose simetrije provodnika. Elektricno polje u
provodniku je E = Fe, = (U/l)e,, gde je U razlika potencijala izmedju krajeva provodnika,
a [ njegova duzina. Kroz poprecni presek provodnika protice struja I, pa je magnetno polje u
oblasti van provodnika dato sa

I
B=1"e,. (4.1.14)

2rr
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Pointingov vektor na omotacu provodnika, r = a je

1 ETl
S,=—ExB=-—¢,.
o 2ma

Za povrsinu S u Pointingovoj teoremi uze¢emo cilindar ¢iji je omotac povrsina provodnika. Fluks
Pointingovog vektora kroz ovu povrs je

j{Sp~dS = —FEll = -UI = —RI*,

s

gde je R otpor provodnika. Pointingova teorema ima sledeé¢i oblik
/d3rj-E:R12:UI.

Dobili smo Dzulov zakon: snaga oslobodjena u provodniku je proizvod struje i napona. Pointigov
vektor je usmeren ka osi simetrije provodnika. Da li energija od izvora u provodnik dolazi iz
okolnog prostora ili kroz zicu koja spaja provodnik sa izvorom? Problem je vezan za lokalnu
interpretaciju Pointingovog vektora. Ono $to sigurno mozemo redi je kolika je energija koja prodje
kroz cilindari¢nu povrs jedini¢ne duzine oko provodnika, jer ta veli¢ina figurise u Pointingovoj
teoremi.

Ako bi grani¢na povrsina obuhvatala i izvor elektromotorne sile tada bi primenom Pointingove

teoreme dobili Qv o
— +/d3r‘]— — /d3rj E = —fsp.ds : (4.1.15)
o S

dt

Primenili smo Omov zakon
j=c(E+E),

gde je E' neelektromagnetno polje. Takodje smo uzeli da je provodnik izotropan. Izraz

/d3rj -E

je snaga izvora EMS. Iz izraza (4.1.15) sledi

)
/d%*‘— :/d3rj-E’ ,
g

tj. Dzulova snaga je jednaka snazi izvora.
Recimo na kraju da u svim eksperimentima se meri promenu energije u jedinici vremena u
oblasti prostora koju zauzima detektor. Ova velic¢ina je fluks Pointingovog vektora.

4.2 Teorema impulsa

Na kursu mehanike (vidi npr. [10]) smo naucili da se ukupni mehanicki impuls izolovanog sistema
cestica ne menja. Ocuvanje impulsa ovakvih sistema je posledica dve Cinjenice. Prva je da je
sistem izolovan. Druga je da je zbir unutrasnjih sila, zbog zakona akcije i reakcije, jednak nuli.
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Slika 4.2: Dva naelektrisanja koja se kre¢u u ravni slike po medjusobno normalnim pravcima.

Razmotrimo izolovan sistem dve naelektrisane cestice q; i ¢ u vakuumu, koje se krecu u
ravni stalnim brzinama duz dva ortogonalna pravca, kao Sto je prikazano na slici 4.2. U nekom
trenutku vremena brzina drugog naelektrisanja, v, je usmerena duz pravca koji spaja ova dva
naelektrisanja, dok je vi; normalna na taj pravac. Lorencova sila kojom drugo naelektrisanje
deluje na prvo je

X J—
Fo = &%Vl X 2(v2 X (1 31‘2))
47 ’I’l - I'2’

(4.2.16)

Odmah vidimo da je ova sila jednaka nuli zbog kolinearnosti vektora brzine druge cestice i
relativnog radijus vektora jedne Cestice u odnosu na drugu. Sa druge strane, sila kojom prvo
naelektrisanje deluje na drugo,

>< —
Fi, = &(Jsz X N (VI (r2 3 rl))
47 |I'2 — I'l‘

(4.2.17)

je razlicita od nule.

Zakljucujemo da ne vazi zakon akcije i reakcije. Prema tome, bez obzira $to nema spoljnih
sila koje deluju na ove dve Cestice, mehanicki impuls ovog sistema cestica nije ocuvan. Medjutim,
impuls ovog sistema bi morao biti o¢uvan, jer je sistem translaciono invarijantan!. ReSenje ovog
‘paradoksa’ lezi u ¢injenici da pored mehanickog impulsa i samo elektromagnetno polje ima
impuls. Ukupni impuls, tj. zbir mehanickog i impulsa polja je ocuvan. U nastavku definisa¢emo
impuls elektromagnetnog polja.

Razmatrajmo sistem naelektrisanih cestica u vakuumu. Promena mehanic¢kog impulsa cestica

Weza izmedju translacione invarijantnosti i otuvanja impulsa je sadrzaj standardnog kursa teorijske mehanike.

Vidi npr. [10].
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jednaka je ukupnoj sili koja deluje na cestice:

%(Zpa) = ZQa(Ea+VaXBa)
= @Y B0 v x B 0)5 e n0)

gde smo ubacili jednu delta funkciju kako bi rezultat generalisali na neprekidnu raspodelu naelek-
trisanja i struja. Ako sa P obelezimo ukupan mehanicki impuls svih ¢estica kontinulane
sredine u zapremini V', dobijamo

deeh

:/H%@E+ijy (4.2.19)
dt v

Iz (2.4.85) i (2.4.88) mozemo izraziti zapreminsku gustinu naelektrisanja odnosno struje i dobi-
jene izraze zameniti u (4.2.19), sto daje

dP e ) 1 E
1 h = /d37’ [€0EleE + (@fOtB — 60887) X B]
1 B
— /Vd?’/r‘ [EOEdiVE + M—OI‘OtB x B — 60%(]5 X B) + EoE X aa—t

Cetvrti ¢lan zadnjeg izraza ¢emo transformisati primenom treée Maksvelove jednacine. Pored
toga, gornjem izrazu ¢emo dodati ¢lan proporcionalan divergenciji magnetnog polja. Tako do-
bijamo

dP e : L 1 9)
b / d3r [eOEdlvE — ¢E x rotE + —BdivB — —B x rotB — ¢p—(E X B)] .
de 1% Ko o ot

Latini¢nim slovima 4, j, ... obelezi¢emo Dekartove koordinate. Primenom (A.0.2, A.0.1) 1 (A.0.3)
1—ta komponenta izraza EdivE — E X rotE je

(EleE — E x I'OtE)i = ElajE] — GijkEklmEjalEm s (4220)

gde se podrazumeva sumiranje po ponovljenom indeksu. Primenom €;x€xm = 0i0jm — dimdji
imamo

(EleE —E x I'OtE)i = Ez(?]E] — (6il5jm — 5im5ﬂ)Ej81Em
EZO]-EJ- — EJ&EJ + E](?]EZ

1
:zuﬂg—ﬁﬁ%y (4.2.21)
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Analogan identitet vazi za treci i cetvrti ¢lan, pa je

AP et 1 1 1
meb ) [ g3 a-( E,E; + —BiB; — ~(c,E? + —B? 5)
( dt >’L /‘; " J € J + Mo J 2(60 + Lo ) J

d
- by Vd3r(E x B);

= / dSTOjTij — Eog/ dgr(E X B)z s
v dt Jy

gde je
1
2

Maksvelov tenzor napona. Tenzor Tj; mozemo prepisati u obliku?

1 1
Tij = €oEE; + —B;B; — - (eoE* + —B?)dj; (4.2.22)
Ho Ho

. 1
T=¢|E><E|+—|B><B|—ul, (4.2.23)
Ho

gde je u zapreminska gustina energije elektromagnetnog polja u vakuumu. Kao sto znamo, dijag-
onalne komponente tenzora napona su pritisci, a vandijagonalne su naponi smicanja. Primenom

Gausove teoreme za tenzore
3
/d T'ajﬂj = % Edsj
S=0V

zapreminski integral (4.2.22) se moze transformisati u povrsinski, pa teorema impulsa za sistem
koji ¢ine polje i naelektrisane cestice postaje

d .
—[Pmeh+eo / Br(E x B)} - f 7ds . (4.2.24)
dt .

Iz nje vidimo da je ukupan impuls sistema zbir mehanickog impulsa Pyen = Y, Po 1 impulsa
elektromagnetnog polja

1
G:/gdgr:eo/d?’r(ExB):—2/d3rSp.
v v ¢

Unutar neke oblasti prostora impuls se menja jer ”curi” kroz grani¢nu povrs te oblasti. Silu koja
deluje na naelektrisanja i struje unutar neke oblasti V' mozemo nac¢i na dva nacina. Jedan je
direktan, primenom izraza (4.2.19) u kome je sila izrazena kao zapreminski integral po oblasti V.
Drugi nacin je primenom (4.2.24), gde je jedan deo sile napisan kao povrsinski integral po granici
oblasti koja obuhvata naelektrisanja i struje. Za potpuno polje povrsinski integral u (4.2.24) je
jednak nuli, pa je ukupan impuls sistema oc¢uvan.

*Matriéni element dijade |A >< B| je (|A >< BJ);; = A;B}. Dijada |A >< B| na vektore deluje prema
(|JA >< BJ|)|C >=|A >< B|C >,

< C|(]JA >< B|]) =< C|A >< B|.
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Prethodno razmatranje se odnosilo na sistem naelektrisanih cestica i struja u vakuumu. U
slucaju nepokretne linearne i izotropne sredine bez disperzije supstancijalne jednacine imaju
oblik

D = ¢e,.(r)E, B = pous(r)H .

Pretpostavili smo da je sredina nehomogena. Pored toga pretpostavi¢cemo da relativna dielek-
tricna i magnetna permeabilnost ne zavise od temperature. U ovom slucaju, slicnom analizom
kao u slucaju vakuuma se moze dobiti

d 1 .
— [Zpa + / d*r(D x B)] — = / Pr(egE*Ve, + uoH>Vp,) = f 7ds . (4.2.25)
de L= 2 S
Maksvelov tenzor napona dat je sa
. 1
T=|E><D|+|B ><H|—§(E-D+H-B)1. (4.2.26)

U (4.2.25) suma ) p, je mehanicki impuls slobodnih i eksternih naelektrisanja. Drugi ¢lan u
(4.2.25) potice od sile koja deluje na vezana naelektrisanja. Minkovski (1908) je izraz

Gy = /d37~(D x B)

interpretirao kao impuls elektromagnetnog polja u sredini. Mehanicka sila koja deluje na sredinu
je data sa

1 1
F = / d®rfy, = / d*r(pE+j x B — 560E2V6r — §u0H2VM) (4.2.27)
\% \%

i ona se moze prepisati kao povrsinski integral tenzora napona i ¢lan koji je izvod impulsa polja
kako ga je definisao Minkovski. U lokalnom obliku izraz (4.2.25) je

ogm
ot '’

£y = divl — (4.2.28)

gde je gy Minkovskijeva gustina impulsa polja.
Ne ulazeci u detaljnu analizu prihvatljiviji izraz za impuls polja je

1
GA——/(EXH)d3r.
14

c2

Ovaj rezultat potice od Abrahama.

Primer 1. Odrediti silu po jedinici povrsine koja deluje na provodnik na kome je zadata
raspodela povrsinskog naelektrisanja.

Resenje: Elektricno polje je E = EFn = on gde je n ort spoljasnje normale prodnika. Kako
je polje staticko, to iz (4.2.24) sledi

1 1
F = ]{(EOEQD — —¢E’n)dS = - 7{ coFE*ndS
s 2 2 Js
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__>,’7L“

€1 €92

I
|

Slika 4.3: Dva dielektrika propustljivosti €1, odnosno es.

pa je sila po jedinici povrsine
dF 1
=— = _—¢F*’n=umn.
s 2" ‘
Ako su ploce ravnog kondenzatora naelektrisane povrsinskom gustinom ¢, odnosno —a, sila koja
deluje na pozitivnu ploc¢u, prema prethodnoj formuli je

o

Izraz za silu je napisan u obliku proizvoda naelektrisanja ploce oS i elektri¢nog polja o/(2¢g)
koje potice od druge ploce.

Primer 2. Nadi silu po jedinici povrSine koja deluje na grani¢noj povrSini izmedju dva
dielektrika prikazana na slici 4.3. Elektricne propustljivosti su €; i €s.

Resenje: Sila koja deluje na tanak sloj sa slike je

dF = (TW + 7®)ds

gde je
1
T(l)dS = _(DlnEl - §€0€1E%n)d5 s

1
T(Q)dS = (DQnEQ — 560€2E3n)d5 s
pa je
1
dF = (DQnEQ - DlnEl - §(E2 : D2 - El : D1>n)dS .

Ako bi se ova dva dielektrika nalazila izmedju obloga ravnog kondenzatora, koji je na stalnom
napanu V' i kod koga je rastojanje izmedju ploca d, sila bi bila

dF = —<%>2€0(61 — é)ndS .
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4.3 Teorema momenta impulsa

Neka se naelektrisane cestice nalaze unutar zapremine V' u vakuumu. Teorema momenta impulsa
za ovaj sistem je

%(ZLQ) = /Vd?’rr x (pE +j x B) , (4.3.29)

gde je L, moment imulsa ¢estice indeksa a. Postupajuéi kao u prethodnom poglavlju, dobijamo

d d
E(;La)i :/Vd37”€ijkxj31Tkl - &/Vdgrez‘jkl'jgm (4.3.30)

gde je i = 1,2,3. Prvi ¢lan na desnoj strani izraza (4.3.30) prepisa¢emo kao

€k ;0T = €i01(x;Th) (4.3.31)
jer je

€ijk(012;) T = €1 Tk; =0 . (4.3.32)

Izraz €5, Ty; je jednak nuli, jer je proizvod dva tenzora od kojih je jedan (simbol Levi Civita) an-
tisimetrican po indeksima j i k a drugi, Maksvelov tenzor napona, simetrican po ovim indeksima.
Onda izraz (4.3.30) postaje

d d
E(ZLO‘) = / dPrejnoy (v T) — E/ d*renT;g (4.3.33)
- iy v
odnosno q q
&(ZL()) = fg eijka:kaldSl — &/ d37’€ijk$jgk . (4334)
- i 1% 1%
Dobili smo 4
&<Lmeh + /Vd3r(r X g)) - fgv(r x TdS). (4.3.35)
Izraz
L - (—:0/ &r(r x (B x B)) (4.3.36)
v

je moment impusa elektromagnetnog polja. Ukupni moment impulsa sistema naelektrisanih
Cestica i polja je zbir mehanickog momenta impulsa i momenta impulsa polja. On se menaja
unutar neke oblasti V' jer curi kroz granicu ove oblasti.
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Glava 5

Relativisticka elektrodinamika

Ova glava posvecena je relativistickoj formulaciji elektrodinamike. Prvo ¢emo se podsetiti Loren-
covih transformacija. Mnogo vise detalja o Lorencovim transformacijama mozete naéi u [1, 2, 9].
U naredna dva poglavlja uvesé¢emo cCetvorovektore gustine struje i potencijala. Polazna tacka
u izvodjenju osnovnih jednacina u elektrodinamici je konstrukcija dejstva za elektromagnetno
polje i naelektrisane cestice. Iz ovog dejstva, primenom Hamiltonovog principa dobijaju se
jednacine kretanja cestica i elektromagnetnog polja. Pokazano je da su Maksvelove jednacine, kao
i jednacine kretanja naelektrisanih cestica kovarijantne. Drugim rec¢ima, Maksvelove jednacine
i jednacine kretanja cestica imaju isti oblik u svim inercijalnim sistemima. Prema tome, ova
glava posvecena je Lorencovoj simetriji elektrodinamike. Istorijski gledano, elektrodinamika je
prva teorija sa ovom simetrijom. Maksvelove teorija elektromagnetizma direktno je vodila do
nastanka specijalne teorije relativnosti.

5.1 Lorencove transformacije

U ovom poglavlju ukratko ¢emo ponoviti neke osnovne elemente specijalne teorije relativnosti,
posebno isticué¢i njenu formulaciju u prostoru Minkovskog.

Tacke prostora Minkovskog (ct,z,y, z,t) su dogadjaji. Kvadrat intervala izmedju dva in-
finitezimalno bliska dogadjaja (ct,r) i (¢(t + dt),r + dr) u prostoru Minkovskog je

ds? = dt? — da? — dy? — d2? .

Brzina svetlosti, ¢ = 3 - 108% je ista za sve inercijane posmatrace. To je jedan od osnovnih
postulata specijalne relativnosti. Neka su S i 5" dva inercijalna sistema. Koordinate u sistemu
S’ su primovane. Iz principa konstantnosti brzine svetlosti direktno sledi da je kvadrat intervala
invarijanta. Drugim rec¢ima, vazi

Adt? — dr’? = Adi? — dr? .

5
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Vektori u prostoru Minkovskog su

20 ct
! x
X = x'ue,u = x2 = y s
23 2
gde su z* kontravarijantne komponente vektora x u bazi
1 0 0 0
ey = 0 e = L ey = 0 ez = 0
0 — 0 ) 1 — 0 ) 2 — 1 ) 3 — 0
0 0 0 1
Metrika prostora Minkovskog je
1 0 0 O
10 =1 0 O
Imw =10 0 -1 0
0 0 0 -1

Ona sluzi za odredjivanje duzine vektora. Kvadrat duzine cetvorovektora x je

22 =a2Tgx = guatc’ = At —x? .
Lorencove transformacije su linearne transformacije koordinata ' = Az, gde je A realna 4 x 4
matrica, koje ne menjaju kvadrat duzine ¢etvorovektora, tj. za koje vazi > = 22 . Prethodni
uslov daje
P AT gAx = 2T g |
odakle sledi
ATgh =g . (5.1.1)

Prethodna matri¢na jednacina sadrzi deset uslova na matricu A, pa su Lorencove transformacije
odredjene sa 16 — 10 = 6 nezavisnih parametara. Lorencova grupa je Sestoparametarska. Bust
duz z—ose (prelazak iz sistema S u sistem S’ koji se kreé¢e konstantnom brzinom v duz x—ose)
dat je sa

t— Sux — vt
t’:—ﬁ,x’:u,y':y, 2=z, (5.1.2)
v2 v?
-z Vi—-@
ili u matricnom obliku
2" v =By 0 0\ [a°
' =By v 00 x!
221 | 0 0 1 0] |2*]|"
' 0 0 01 3

gde su uvedene sledece oznake
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Uvodeéi tanh ¢ = 3 matrica busta duz x—ose ima oblik?

ch¢ —sh¢ 0 O

A —sh¢ ch¢ 0 0O
v 0 0 10

0 0 01

Lako se vidi da matrica busta duz x—ose zadovoljava uslov (5.1.1), tj. ona je Lorencova trans-
formacija. Rotacija za ugao 6 oko z—ose,

1 0 0 0

AB 0 cosf@ sinf O
v 0 —sinf cosf 0]’

0 0 0 1

je takodje Lorencova transformacija. Sest nezavisnih Lorencovih transformacija su tri busta i tri
rotacije.

Lorencove transformacije ¢ine grupu. To ¢emo sada pokazati. Potrebno je proveriti da li su
sve aksiome grupe zadovoljene.

1. Ako su A; i Ay Lorencove transformacije onda je i AjAy Lorencova transformacija, jer

(A1A2)Tg(A1As) = AT (AT gA) Ay = AJghy =g .

Ovim smo proverili aksionu zatvorenosti.

2. Jedinicni element u grupi je jedini¢na matrica.

3. Mnozenje matrica je asocijativno, pa to vazi i za Lorencove transformacije.

4. Uzimanjem determinante uslova (5.1.1), dobijamo da je determinatna matrica Lorencove
transformacije 1, pa su ove matrice invertibilne. Iz (5.1.1) sledi da je inverzni element A~ =
g 'ATg. Lako se vidi da je A~! Lorencova transformacija.

Dakle, Lorencove transformacije formiraju grupu.
U komponentnoj notaciji inverzna Lorencova matrica je

(A*l)uy — (gilATg)“,, = ¢" N o = N

Na prvi pogled iz prethodnog izraza sledi da vazi AT = A~!. Medjutim, to nije ta¢no i u
kontradikeiji je sa (5.1.1). Transponovana matrica je

AT — gA—lg—l 7

odnosno

(AT),, = (gA g™, = g (A1) = (A7)0,

n o n
inverzne matrice (A™')*,, a transponovane (AT)? . Kovarijantne

v

Indeksi matrice A su A#

1284

komponente vektora su definisane sa

Zo i
1
v T —
X = i = =
p = Guv 2 2
T3 —Ig

L1 je indeks vrste, a v kolone.
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Ispitajmo sada kako se kovarijantne komponente vektora, x,, transformisu pri Lorencovim trans-

formacijama:

), = gt = guh,z’
- g#,,A”pgpng = (gAgil)lfxo
T—1\ o _ —1\o
(A7), e = (A7), 20

g
= Az, .
Prema tome kontravarijantne, odnosno kovarijantne komponete se transformisu prema:

b o= A

z, = MYz, =A'z, .

o
9 _(F)
oxH Vv

Ispitajmo njegov zakon transformacije. Primenom lan¢anog pravila imamo

88x8A8

_ v

dri Ozt oz RO

Parcijalni izvodi po z* su

Mnozeéi prethodni izraz sa (A~1)*  dobijamo

0 0

— (A
ox'o ( )"5’%'

(5.1.3)

(5.1.4)

(5.1.5)

Dakle, izvod po kontravarijantnoj komponenti vektora transformise se kao kovarijantna kompo-

nenta cetvorovektora, pa ¢emo koristiti notaciju

Sli¢no,

10
[ c ot
(%)

su komponente kontravarijantnog vektora.
Dalamberov operator (Dalamberijan) je definisan sa O = ¢**0,,0,. Lako se vidi da je

1o
2ot
Ovaj operator je skalar, tj.
O=0.

Neka je v(x) = v*(x)e, vektor, tj. vektorsko polje. Kontravarijantne komponente ovog vektora,

v#(x) se pri Lorencovim transformacijama transformisu kao

V(2" = A () .

(5.1.6)
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Kovarijantne komponente vektora definisane su sa v, (x) = g, v"(x). Pri Lorencovim transfor-
macijama one se transformisu prema

v, (a') = (AN () (5.1.7)

Koordinate tacaka Minkovskog prostora z*, odnosno z,, se transformisu po istim pravilima. Ovo
je specificnost prostora Minkovskog. To ne vazi generalno, za proizvoljan prostor. Drugim re¢ima
koordinate tacaka prostora ne ¢ine vektore. Npr. na sferi mozemo koristiti sferne koordinate
6, p, ali one nisu komponente vektora.

Tenzor tipa (m,n) se pri Lorencovim transformacijama transformise na slede¢i nacin:

T, (&) = Ay A, (AT (AT TP, (@)

Pm vy "

Kontravarijantni vektor je tenzor tipa (1,0), a kovarijantni tipa (0, 1).

Element zapremine prostora Minkovskog je d*zr = d2°d®z = d2%da'da®da®. Za posmatraca
iz drugog inercijalnog sistema, ovaj element zapremine je d*z’ = da’°d3z’. Ova dva zapreminska
elemenata su povezana Jakobijanom:

o
| Ox

d*z! d*z .

Matricni elementi Jakobijeve matrice su

ox'r O(A* zP) OxP
_ — A VI 1.
oxV oxv P Oxv v (5-1.8)

Kako je det A = &1 to dobijamo d*z’ = |det A|d*x = d*z. Dakle, element zapremine u prostoru
Minkovskog je invarijanta.
Simbol Levi-Civita e*#° je totalno antisimetrican pseudotenzor ¢etvrtog ranga®. Uzecemo da

je €912 = 1. Svaka transpozicija indeksa daje jedan znak minus. Npr. €02 = 1230 = 1 2301 —

2Pri transformaciji koordinata 2# — 2'* = 2'*(2°, 21, 2%, #3) pseudotenzor Thi#m (2) se transformiSe prema

s /14 o1 g
T/;Llu.pm (x/) _ iax ox'*m Oy Oxn o1 (x)
VLetn [J| OxPr " Qapm Qv T Qafvm T1Tn T

gde je u transformacionom pravilu, za razliku od obi¢nog tenzorskog zakona transformacije, prisutan znak Jako-
bijana. Specijalno, pseudotenzori se pri Lorencovim transformacijama transformisu prema

.. (A_l)gn TP o (T)

Un

b, (@) = det(A)AR L AR, (A7

2

Odredimo sada kako se simbol Levi-Civita transformiSe pri prostornoj inverziji. Matrica prostorne inverzije je

1 0 0 0
0 -1 0 0

B
A, = 0O 0 -1 0
0 O 0 -1

Determinanta ove transformacije je —1. Levi Civita simbol se pri prostornoj inverziji transformise prema

/
g/hvpo — ouvpo ;

tj. isti je i u levom i u desnom koordinatnom sistemu.
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1 . Ukoliko su dva indeksa simbola Levi-Civita ista, onda je on jednak nuli; npr. %2 = 0. Simbol
Levi-Civita sa donjim indeksima se dobija spustanjem indeksa pomoéu metrickog tenzora. Vazno
je uociti da je €pro3 = —1.

Mnogi detalji o Lorencovoj grupi dati su u prvoj glavi knjige [11].

5.2 Cetvorovektor gustine struje

Naelektrisanje tela je isto za sve posmatrace, tj. ono ne zavisi od toga da li se telo krece
ili miruje. Ovaj rezultat je potvrdjen nizom eksperimenata. Svi elektroni u Svemiru imaju
isto naelektrisanje, nezavisno od njihovog relativnog kretanja prema posmatracu. Za jednog
posmatraca u maloj zapremini d®z oko tacke x u trenutku ¢ nalazi se naelektrisanje dg =
p(x,t)d3x, gde je p gustina naelektrisanja. Za drugog inercijalnog posmatraca to naelektrisanje
je d¢' = p/(x/,¥')d32’. Invarijantnost naelektrisanja znaci da je

P (X 1A% = p(x, t)d®z . (5.2.9)
Definisimo veli¢inu
da*
JH(t,x) = p(t,x)E . (5.2.10)

Ispitajmo kako se ona transformise pri Lorencovim transformacijama. Krenu¢emo od izraza za
ovu veli¢inu u primovanom sistemu
da'™

dt’

JHH X" = p'(t', %) (5.2.11)

Primenom (5.2.9) imamo

p(t,x)d?’eru da”
d3z’ vodr
3z 5
= p(t,x)m/\“ydx
dx”
= A* o(t
WPt X)

= A" JU(t,X) (5.2.12)

JHH X)) =

gde smo iskoristili invarijantnost elementa zapremine d*x. Rezultat koji smo dobili znaci da su
J# komponente jednog cetvorovektora. To je tzv. ¢etvorovektor gustine struje. Nulta kompo-
nenta ¢etvorovektora gustine struje je J° = cp, dok su prostorne kompnente komponente ovog
cetvorovektora komponente (tro-)vektora gustine struje. Prema tome

J“:(. v ) .
j=pv

Gustina naelektrisanja i struje za posmatraca iz inercijalnog sistema S su p odnosno j, a za
posmatraca iz inercijalnog sistema S’ su p’ odnosno j'. Ako se sistem S’ kreée duz x ose brzinom
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v onda prema zakonu transformacije J* = A* J" sledi

cp' v =By 0 0\ [ep
Je |l _ | =By v 00|
7, 0 0 1 0]y
J: 0 0 0 1) \J

Primer 1. Naelektrisanje ¢ se kre¢e ravnomerno, brzinom v = ve,. U sistemu reference
vezanom za ovo haelektrisanje vektor gustine struje je

J" = (eqdP(r'),j = 0)" .

Primenom Lorencovih transformacija pokazati da su komponente ¢etvorovektora gustine struje
u laboratorijskom sistemu date sa

JH = (cqd®(r — vit),j = qvo® (r — vt))T .

Jednacinu kontinuiteta (1.5.33) mozemo da prepisemo u obliku
o, J" =0,

iz kojeg je jasno da je ona kovarijantna, tj. vazi u svim inercijalnim sistemima.

5.3 Cetvorovektor potencijala

Jednacine za elektromagnetne potencijale u Lorencovoj kalibraciji su

2(5) - ag(?) = —wor
I

Koriste¢i Dalamberov operator ove jednacine imaju sledeéi oblik

AN
D(C) = pHocp
OA = uoj. (5.3.13)

Uvodeéi

prethodne jednacine se mogu zapisati u formi

OA* = [,L[)Ju .
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Kako je Dalamberov operator skalar, a J* cetvorovektor, onda je uvedena velicina A* takodje
cetvorovektor. On se naziva Cetvorovektorom potencijala i pri Lorencovim transformacijama
menja se prema

A() = AP AY(z) . (5.3.14)

Potencijal u sistemu S je A*(z), dok je potencijal u primovanom sistemu A" (z’). Pri bustu duz
x—ose potencijali se menjaju prema

< v =By 0 0\ (/¢
Ayl _ | =By v 0 0] [A
A, N 0 0 10 Ayl
Al 0 0 01 A,
odnosno p A )
qb’:&,/l;:ﬂ,/l’y:/ly, A=A, . (5.3.15)
2 2
1-% 1-%
Lorencov kalibracioni uslov,
1dop .
EE + leA = 0 s

zapisan u kovarijantnoj formi je 9,A4* = 0. On ima isti oblik u svim inercijalnim sistemima.
Dakle, ako u jednom inercijalnom sistemu potencijali zadovoljavaju Lorencov kalibracioni uslov,
9, A" = 0, onda i u svakom drugom inercijalnom sistemu vazi 9, A = 0.

Skalarni i vektorski potencijal se pri gauge (kalibracionim) transformacijama menjaju prema

o —o+2
A — A-VA,

Sto mozemo da prepiSemo u kovarijantom obliku

A — AR+ OFA

5.4 Tenzor jacine polja. Zakon transformacije jacina polja

Tenzor jacine polja je definisan sa

_0AY oA
N Or, Ox,

P = OMAY — QUA" (5.4.16)

On je dva puta kontravarijantan tenzor. To sledi iz zakona transformacije potencijala i parci-
jalnog izvoda. Pokazali smo da se potencijal A* = (¢/c, A)" pri Lorencovim transformacijama
transformise kao cetvorovektor

A2 = Ax) = A" A" (x) .
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Zakon transformacije parcijalnog izvoda,
o = A" 0¥ (5.4.17)

smo ranije pokazali. Dakle, F* je dva puta kontravarijantni tenzor, jer se pri Lorencovim
transformacijama transformise prema

F* (2 = Ax) = A" A" F* () . (5.4.18)
Prethodno transformaciono pravilo moze biti zapisano u matriécnom obliku
F'' = (AFAT)™ (5.4.19)
Spustanjem oba indeksa na kontravarijantnom tenzoru F* dobijamo
Fo = 94900 F” = 0,A, — 0,4, , (5.4.20)
Sto su dva puta kovarijantne komponente tenzora jacine polja.
Iz definicije tenzora jaCine polja je jasno da je on antisimetrican, F,, = —F,, . Odredimo

komponente tenzora jacine polja. Potrazimo prvo Fy; :

Foi = 00Ai — 9;4¢

104" 10¢
¢ Ot coxt
Ez’
= —. 5.4.21
- (5421)
Sli¢no je i
F12 = 61A2 - 82141
04, 04,
Oy oz
= —B.. (5.4.22)
Preostale komponente se slicno nalaze, pa je
~-E 0 -B, B
F,, = N v 4.2
w=| & g o B, (54.23)
-= -B, B, 0
Analogno dobijamo
O _E. _ﬂ E,
B -B, B,
Fr = N Y 5.4.24
L B o - (5421
E _p B, 0
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Dakle, komponente tenzora jacine polja F},, su Dekartove komponente vektora jacine elektricnog
polja i magnetne indukcije.

Sada ¢emo naci zakon transformacije elektricog i magnetnog polja pri bustu duz z—ose.
Matrica busta je

¥y =By 00

By v 00
B

Mo=1 0 10

0 0 01

Iz (5.4.18) sledi

F/Ol — A00A11F01 T A01A10F10
E, E, E,
C C C

pa je E = E,. Dalje je

F/12 — A10A22F02 + A11A22F12

E
_ DB g (5.4.26)
c
odakle je
B, —%FE
B, = —22@’ : (5.4.27)
-5
Sliéno se dobijaju i sledeé¢i zakoni transformacije
oo E,—vB, E,:Ez—i—vBy
y 02 # 02
V-~ & T2
B,+ S%E.
B, = B,, B,=-‘'=—-—". (5.4.28)

c2

Prethodne formule se mogu generalisati za sluc¢aj proizvoljnog boosta. Neka se sistem S’ krece
brzinom v u odnosu na S. Vektore E i B ¢emo razloziti na dve komponente: paralelnu i
normalnu. Paralelne komponente polja su kolinearne sa vektorom brzinom v, dok su normalne
ortogonalne na brzinu. Zakon transformacije polja je

EJ_+VXB
1= Ep El=—pm—— i/
B, —lvxE
= B, B =—"-°2 (5.4.29)

_ 2
CZ
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Formule (5.4.29) mozemo zapisati u kompaktnoj formi

2

I = ——’Y v A"
E = ~vE-+vxB) = 7)( E)
B = (B~ 5vxE) i 7)(v B)v . (5.4.30)

Zakoni transformacije polja se mogu lako dobiti primenom formule (5.4.19). Za boost duz xz—
ose imamo

0 B _B _E
L 0 -B. B,
% B 0o -B
L B B, 0
7By 00\ [0 B B L
|8y ~ ooffZ= o -B. B,
0 0 10]|Z B 0 -B
0 0 01/ \& —-B B, 0
v —py 00
—8 0 0
x 07 g Lo (5.4.31)
0 0 01

Odavde se ponovo dobija (5.4.29).
Za male brzine, v < ¢ iz (5.4.29) dobijamo zakone transformacije polja u nerelativistickoj
aproksimaciji
E = E+vxB
B = B--vxE.

5.5 Elektromagnetno polje naelektrisanja u uniformnom
kretanju

Neka se naelektrisanje ¢ kre¢e konstantnom brzinom v duz z— ose. Odredimo elektromagnetno
polje koje generiSe ovo naelektrisanje u laboratorijskom sistemu S. Neka je S’ sistem vezan za
naelektrisanje, kao na slici 5.1. U tom sistemu postoji samo elektrostaticko polje. Potencijali u
sistemu vezanom za naelektrisanje su

1
g=—2L A -0, (5.5.32)

== )
4meq !
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Slika 5.1:

Koordinate tacke posmatranja u sistemu S’ su r’ = (2/,¢/,2’), a u sistemu S su r = (z,y, 2).
Potencijali u laboratorijskom sistemu se dobijaju iz

¢/c v By 0 0\ [¢/c
Ac | _|By v 0 0] | 4
A, o o0 10 A,
A, 0 0 01 Al
Odavde je skalarni potencijal dat sa
¢ +vA,
v = T
T2
1 q

- . (5.5.33)
dmeo \/(:U —vt)?2+ (1 - Z—;)(gﬂ + 22)

Primovane koordinate su izrazene preko neprimovanih primenom odgovarajué¢ih Lorencovih trans-
formacija. Dekartove komponente vektorskog potencijala su

v 1 v q
Ax—_¢—47T€0C_2 2 02 2 2’
V0@ =02+ (1= 2)(2 + 22)

A, =A.=0. (5.5.34)

c2

Koristedi izraze za skalarni i vektorski potencijal mozemo odrediti elektri¢cno polje:

Bo= Ve

1—%
= 0 ) 3 <(95 —vt)er + ye; + ze3> . (5.5.35)

4d7eq <($ —ut)2 4 (1— Z_i)(yQ + 22)) 2
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/

Slika 5.2: Elektri¢éno polje cestice u kretanju je anizotropno.

Rezultat za elektricno polje nam sugerise da uvedemo vektor R = (z — vt, y, z). On je relativan
radijus vektor u sistemu S izmedju tacke u kojoj se trenutno nalazi naelektrisanje i tacke u kojoj
se odredjuje polje. Ovaj vektor se ne poklapa sa r’. Lako se vidi (slika 5.1) da je

z—ovt = Rcosl

VY2 +22 = Rsinf . (5.5.36)

Ugao 6 je ugao izmedju vektora R i e; u sistemu S. Elektricno polje u laboratorijskom sistemu
je
_q 1-% R
_47T60< . 9 )3/2ﬁ'

(5.5.37)

2
1—72—25111 0

Magnetno polje se dobija izra¢unavanjem rotora vektorskog potencijala. Rezultat za magnetno
polje je
1

B = 2V x E . (5.5.38)
Na slici 5.2 prikazana je raspodela vrednosti elektricnog polja u zavisnosti od pravca. Vidimo
da je ono anizotropno, njegova vrednost zavisi od pravca posmatranja. Elektri¢no polje ima
minimum za uglove § = 01 6 = 7, a maksimum za 6 = 7/2. Dakle, najvece je u transverzalnom,
a najmanje u longitudinalnom pravcu u odnosu na pravac kretanja. Lako se vidi da je za male
brzine, v < ¢ (nerelativisticka aproksomacija) jacina elektri¢nog polja data sa

g R

E = —_ 5.5.39
drey B3 ( )

dok je magnetna indukcija
B _ Hogqv X R

 4r  RB

(5.5.40)
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v V= C
mq >

Slika 5.3: Elektri¢no polje ultrarelativisticke cestice.

Ovaj izraz direktno daje izraz za magnetnu indukciju stacionarne struje (2.2.49). U ultrarele-
tivistickoj aproksimaciji (v & ¢) elektri¢no polje je dato sa

2

_ e l-e

= — . 5.5.41
47eqy cosd 0 R3 ( )

Elektricno polje je skoncentrisano u uskoj oblasti, 6 =~ 7/2, sto je graficki prikazano na slici 5.3.

5.6 Naelektrisana cestica u elektromagnetnom polju

U ovom poglavlju analizira¢emo kretanje naelektrisanih ¢estica u elektromagnetnom polju. Nasa
polazna tacka bi¢e dejstvo za cCesticu u elektromagnetnom polju. Iz dejstva ¢emo naci hamil-
tonijan i jednacine kretanja cestice.

5.6.1 Dejstvo. Lagranzijan i hamiltonijan

Prvo ¢emo se podsetiti Lagranzevih jedna¢ina i Hamiltonovog principa [10]. Dejstvo sistema sa
konacnim brojem stepeni slobode je

tf
Slq) = / L(q,q,t)dt , (5.6.42)
t;
gde smo sa ¢ obelezil skup generalisanih koordinata, ¢, ..., ¢, a sa ¢ skup generalisanih brzina
41, - - -, qn. Broj stepeni slobode sistema je n. Sistem od neke pocetne konfiguracije u po¢etnom

trenutku ¢; do finalne konfiguracije u ¢y moze da evoluira na beskona¢no puno nacina. Prava
trajektorija sistema je ona za koju je dejstvo stacionarno, tj. za koju vazi

55 =0 (5.6.43)
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Ovo je Hamiltonov princip. Lako se moze pokazati da uslov stacionarnosti dejstva daje La-
granzeve jednacine kretanja

(5~ -

Za sisteme sa potencijalnim silama i idealnom holonomnim vezama lagranzijan je dat sa

0,i=1,....n. (5.6.44)

L=1L(g;q) =T-U,

gde su T'i U kineticka, odnosno potencijalna energija sistema.

Dejstvo je osnovni objekat u teoriji, ono sadrzi svu informaciju o sistemu na koji se odnosi.
Zbog toga dejstvo mora da ima sve simetrije koju teorija koja opisuje fizicki sistem poseduje.
Osobine fizickog sistema se dobijaju na osnovu eksperimenta. Elektrodinamicke jednacine imaju
isti oblik u svim inercijalnim sistemima. Svi eksperimentalni rezultati potvrdjuju ovu ¢injenicu.
Zbog toga je dejstvo skalar, tj. invarijanta pri Lorencovim transformacijama.

Razmatra¢emo kretanje naelektrisane ¢estice u zadatom elektromagnetnom polju, koje zada-
jemo potencijalom A* = A#(x). Trajektorija cestice z# = z#(7), je kriva u u prostoru Minkovskog.
Sa 7 smo obelezili sopstveno vreme cestice. Kasnije ¢emo videti da se jednacina trajektorije moze
parametrizovati i sa nekim drugim parametrom. Dejstvo je

S = /(—mcds —qAtdx,) + S (5.6.45)
Prvi ¢lan je dejstvo za slobodnu relativisticku cesticu, dok drugi ¢lan opisuje interakcija naelek-
trisane Cestice sa elektromagnetnim poljem. Kako je polje zadato, treci ¢lan koji predstavlja de-

jstvo slobodnog polja, ne¢emo razmatrati u ovom poglavlju. Dejstvo (5.6.45) je skalar u odnosu
na Lorencove transformacije. Interval izmedju infinitezimalno bliskih tacaka z* i x* 4 dz* je

2
ds =cdr =cy/1— U—Zdt : (5.6.46)
c

Atdz, = (¢ — A -v)dt,

ty ) U2
S:/ti dt(—mcwl—c—Q—ngquA'V). (5.6.47)

Izraz u zagradi prethodnog izraza je ocigledno lagranzijan

2
L:—mCQ\/1—Z—2—q¢+qA-V. (5.6.48)
Lagranzijan L nije skalar.

Da bismo nasli hamiltonijan za ¢esticu u elektromagnetnom polju prvo odredjujemo gener-
alisani impuls

Kako je

to imamo

oL
P:a—V:LHA:pr, (5.6.49)
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gde je p vektor impulsa slobodne relativisticke Cestice. Generalisani impuls je zbir mehanickog
impulsa i vektorskog potencijala. Hamiltonijan je

H = v-P-1L

= Vm2 + 2P — gA)? + o . (5.6.50)

U poslednjem koraku smo eliminisali brzine preko impulsa, jer hamiltonijan je funkcija koordi-
nata i impulsa. U nerelativistickom limesu Hamiltonijan postaje

= P—eA) 46 . (5.6.51)

2m

Ovaj izraz za hamiltonijan ¢emo iskoristiti da napisemo Sredingerovu jednacinu za Gesticu u
elektromagnetnom polju. Potrebno je da generalisani impuls u hamiltonijanu zamenimo sa
odgovarajué¢im operatorom —ihAY. Tako dobijamo jednacinu

oY (—ihV — qA)?

5O _
! ot 2m

+qo |y .

5.6.2 Lagranzeve jednacine kretanja cestice

Nadjimo Lagranzeve jednacine kretanja ¢estice. 1z (5.6.48), uz primenu (A.0.6), sledi

oL

o = VI| =—aVo+qV(v-A)

= —qVo+q(v xrotA+ (v-V)A)

oL

Jednacina kretanja Cestice

d /0L oL
ailov) "m0
postaje
d
P HIA) = —aVo+avxBtg(v-V)A. (5.6.53)
Kako je
dA 0A
= (veV)A 6.54
i~ o TV (5.6.54)
to iz (5.6.53) sledi
d
2= q(E+vxB). (5.6.55)

dt
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Dobili smo ocekivani rezultat. Na cesticu deluje Lorencova sila. Lako se moze pokazati da je

d ( mc?
dt\ /; 2
c2
Jednagcine kretanja, (5.6.55) i (5.6.56) govore o promeni mehanickog impulsa i energije ¢estice.
One su povezane, jer su i ove fizicke veli¢ine povezane. Medjutim, na osnovu oblika ovih jednac¢ina

tesko nam je da zaklju¢imo da li su one kovarijantne ili nisu. U narednom poglavlju vide¢emo
da ove jednacine jesu kovarijantne.

):V-F:qV-E. (5.6.56)

Primer 1. Cestica, mase m i naelektrisanja g, kreée se u uzajamno ortogonalnim poljima
E = Fe, i B = Bey, pri cemu je ' = ¢B. U pocetnom trenutku cestica se nalazila u koordi-
natnom pocetku i imala je impuls py = poe.. Odrediti zavisnost koordinata ¢estice x,y, z,t u
funkciji sopstvenog vremena 7.
Resenje: Jednacine kretanja cestice, (5.6.55) 1 (5.6.56) imaju sledeéi oblik:

dp,

= = gB(c—3) (5.6.57)
% _ 0 (5.6.58)
diz — ¢Bi (5.6.59)
% — ¢cBi . (5.6.60)

Iz jednacine (5.6.585.6.60), uz pocetne uslove navedene u zadatku slede sledece jednacine

Dy = 0
p: = qBx+po.
E = qcBr+¢&, (5.6.61)
gde je & = \/m2c* + 2p3 . Jednacinu (5.6.57) prepisa¢emo u obliku
_ Ble—3) = B(---), 5.6.62
dr w2 (c=2)=q CdT dr ( )
jer je
2 dt
g=-"° _met (5.6.63)
w2 dr
Integracijom dolazimo do p, = ¢B(ct — z), odnosno
d B
iy, (5.6.64)

dr m
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Analogno, iz (5.6.59), odnosno (5.6.60) dobijamo sledece diferencijalne jednacine

d

d= _ 4B . P
dr m m
dt o qB 50

Diferenciranjem jednacine (5.6.64) po sopstvenom vremenu, uz primenu (5.6.65) dobijamo

A’z ¢B /&
— = —|— —po:) 5.6.66
dr?2 m? < c P ) ( )
¢ijom integracijom dolazimo do
_ 4B (@ _ > 2
x(r) = 52\ o) T (5.6.67)
Postupajuc¢i na slican nacin dolazimo do
. BN\2 1 /&
ar) = B (L) (2 o)
m m/ 6m\ c
qB 21 50 3 50
) = (£) (2 =)+ 7 5.6.68
(7) m/) 6me\c %) + me ( )

5.6.3 Manifestno kovarijantno izvodjenje jednacina kretanja

Kao sto smo rekli trajektorija relativisticke cestice je x# = x#(7), gde smo uzeli da je 7 sopstveno
vreme. Trajektorija je kriva u prostoru Minkovskog parametrizovana sa 7. Interval ds izmedju
tacaka x* i x# + da* je

o dav
ds = \/gudoide” = guyéﬁdT . (5.6.69)

Pocetna i krajnja tacka duz trajektorije cestice su dva dogadjaja, koja ¢emo obeleziti sa 1,
odnosno 2. Dejstvo za slobodnu cesticu je

2 = dxt dzv
S =— ds = — y————dr7 . 5.6.70
mc /1 s me /T 1 9 > 4T ( )
Ono je proporcionalno duzini krive u prostoru Minkovskog izmedju tacaka (t1,x1) 1 (t2,X2). Ovo

dejstvo je reparametrizaciono invarijantno, tj. umesto parametra 7 moze se uzeti bilo koji drugi
parametar®, 7/ = 7/(7) ali uz uslov

(n) =7, 7(R) =17 .

O = ¢7 ova simetrija se fiksira. Dejstvo tako postaje

ty 2
Sz—mc2/ dtwl—v—2 .
c
ti

Dobli smo tzv. gauge fiksirano dejstvo koje nema reparametrizacionu simetriju.

3Izborom z
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Dejstvo relativisticke Cestice u spoljnem polju (5.6.45) postaje

2 dzt dz” dz#
S = —/ [ G+ A ]dT

= —/T [mc\/m—FqA#U“}dT;

T1

gde smo uveli ¢etvorobrzinu cestice U*. Izraz

L(z"(7),UM(1)) = —mer/ g, URUY — qA U (5.6.71)

je lagranzijan. Ovaj lagranzijan, za razliku od lagranzijana (5.6.48) je Lorencov skalar. Ovaj
zakljucak je ocigledan na osnovu ¢injenice da je sopstveno vreme, za razliku od laboratorijskog
vremena, skalar. Jednacine kretanja cCestice,

d /oL oL
— — =0 5.6.72
<3U a) ox® ’ ( )
dobijene iz ovog Lagranzijana su manifestno kovarijantne. Zamenom
oL mc
= ——=U, — ¢4,
oU« NI 1
= —mU, — qAa
oL OAH
= —q—U
Ox“ L gaa ™

u jednacine kretanja (5.6.72), dobijamo
dU, <8A 8Aa>
U

mn dr ox® oz

" (5.6.73)

Sto se moze prepisati u obliku
dU,

dr
gde je F),, tenzor jacine polja. Cetvoroimpuls Cestice je
dt dx & T
P“:mU“:< mc— m_) :<_7 > )
dr’ dr c p
gde je & energija Cestice, a p njen impuls. Jednacine kretanja (5.6.74) postaju

d P+
dr

= qF,,U" | (5.6.74)

= qF™U, . (5.6.75)

Jednacina kretanja (5.6.75) za u = 0 je

dpP°
dr

- E)(-%) s
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odnosno de
i qE-v . (5.6.77)
Za pu =1 jednacina (5.6.75) je
dpt
o - q(Flouo 42y, F13u3) , (5.6.78)
-
odnosno
dp,
= = q(Ex +v,B, — szy) . (5.6.79)
Analogno se dobija za =21 u = 3. Dakle, za p =14 = 1,2, 3 jednacina (5.6.75) je
d
d—i’ —¢(E+vxB). (5.6.80)

Dakle, jednacine kretanja (5.6.77) i (5.6.80) su kovarijantne, tj. vaze u svim inercijalnim sis-
temima reference. Njihova kovarijantnost je ocigledna iz obliku (5.6.75), i zato kazemo da su
jednacine kretanja zapisane u ovom obliku, manifestno kovarijantne.

5.7 Kovarijantnost Maksvelovih jednacina

5.7.1 Hamiltonov princip i Ojler-Lagranzeve jednacine u teoriji polja

Polja su funkcije prostorno-vremenskih koordinata: 2V, ... 23, i karakterisu se izvesnim transfor-

macionim svojstvima u odnosu na neke transformacije. Elektri¢no i magnetno polje su vektorska
polja u prostoru R3. Elongacija cestice, n = n(t,r), kod mehanickog talasa je takodje primer
polja. Relativisticka polja se transformisu na odgovarajué¢i nacin pri Lorencovim transformaci-
jama.

Neka je ¢, = ¢.(x) = ¢, x(t) skup polja, gde indeks r prebrojava komponente polja. Iz
prethodnog izraza vidimo da diskretni indeks 7, kao i kontinulani x prebrojavaju stepene slobode
polja. Jasno je da je polje sistem sa beskonacno puno stepeni slobode. Gustina Lagranzijana je
funkcija polja i izvoda polja

£ = L(6,(), 0,6,()) - (5.7.81)

U opstem slucaju, dejstvo u teoriji polja je oblika

to t2 4
S:/ dtL:/ dt/d%ﬁz/d—xﬁ,
t1 t1 Q c
L:/d?’xﬁ.

Sa ) smo obelezili oblast integracije. Jednacine kretanja za polja se dobijaju primenom Hamiltonovog
principa. Varijacija polja je prelazak sa polja ¢,.(z) na infinitezimalno blisko polje, ¢/.(x) prema:

¢r(z) = ¢.(z) = Or(x) + 600 () - (5.7.82)

gde je Lagranzijan
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Veli¢ina d¢,.(x) je varijacija polja u tacki x. Zahteva¢emo da su varijacije polja na granici oblasti,
Q) jednake nuli. Varijacija polja i parcijalni izvod komutiraju, sto se vidi iz

0(0utr) = Oudl(z) — Our(z) = 0u(06r(2)) - (5.7.83)
Varijacija dejstva je njegova infinitezimalna promena uzrokovana promenom polja, tj.
35 = [ ata(L(61(0). 0,61(2) ~ £(61(0).0,6.(2) (5.7.81)
Primenom Tejlorovog razvoja dobijamo
oL
65 = / d'z 0y + =—=——0,(60,) ) 5.7.85
(550 g 7040000) 78

Primenom parcijalne integracije i Gausove teoreme imamo

c0S = /Q d'z ( 5 %5@ axu( (ZZT)M”) a( (a;im)>5¢’“>
[t (2 0, (25 )i+ f, oo,
- /d4 @i a“<a(g—Pib,g>>5¢r' (5.7.86)

Povrsinski integral je jednak nuli, jer je varijacija polja na granici oblasti integracije nula. Na
osnovu Hamiltonovog principa, 5 = 0, slede Ojler-Lagranzeve jednacine kretanja za polja

oL ( ((’)E ):

55~ (50,0 (5.7.87)

5.7.2 Dejstvo

U prethodnom poglavlju videli smo da je interakcija naelektrisanja ¢ sa elektromagnetnim poljem
opisana sa slede¢im interakcionim ¢lanom u dejstvu:

Sint = —q/Au(x)dxu :

Ocigledno je da u slucaju sistema od N naelektrisanih ¢estica interakcioni ¢lan postaje

N
St == / GaAdzt . (5.7.88)
a=1

Indeks a prebrojava Cestice; g, je naelektrisanje cestice indeksa a, dz# je diferencijal duz trajek-
torije a—te cestice. Interakcioni ¢lan éemo prepisati u obliku?

lnt - an/ (CAO l’a + A; (l‘a) dC-ITtZ )dt

4Laboratorijsko vreme je isto za sve Gestice.
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Zatim, da bismo presli sa integracije po vremenu na integraciju po prostoru Minkovskog, ubaci¢emo
trodimenzionu delta funkciju

Sint = /dt/d3 an (r = ra(t))eAo(r +anvA J0O(x = ra(t))) -

Konac¢no, interakcioni ¢lan postaje

1 ,
Sw = = [ (eple.) A0let) + T 04 )
1
_ _E/d“q;J“AH. (5.7.89)

Clan u lagranzijanu koji opisuje interakeciju elektromagnetnog polja sa naelektrisanjem je proizvod
gustine struje i potencijala.
Recimo jos jednom da dejstvo za sistem koji ¢ine cCestice i elektromagnetno polje ima oblik

S =S5+ Sm + 5, . (5.7.90)

Poslednji ¢clan u dejstvu, S, je dejstvo elektromagnetnog polja. Da bi jednacine kretanja elek-
tromagnetnog polja bile kovarijantne dejstvo mora biti Lorencov skalar. Takodje, jednacine
kretanja su linearne po potencijalima, Sto znaci da je dejstvo kvadratno. Dato je sa

1
S = d'xF,, F" . 5.7.91
p 4[1,00 x ( )

Prepisimo jo$ jednom dejstvo (5.7.90)

1
—Zmu /dsa— E/d4$J“A ~ 1 /d4xFWFW. (5.7.92)

HoC

Gustina Lagranzijana je
1
L=Ls— A"Jy — —F, F" | (5.7.93)
441

gde je prvi clan L. gustina lagranzijana cestica.

5.7.3 Maksvelove jednacine
Jednacine kretanja za potencijale elektromagnetnog polja su
oL oL

Oq —
(8(8QA5)) 0Ap

0. (5.7.94)

Da bismo sastavili jednacine kretanja za potencijale, moramo prvo odrediti parcijalne izvode

oL

o= _ 7B
5 J (5.7.95)
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oL B 1 OFu
9(0aAp) 210 9(0aAp)
1
= ——Fm (5255 — 58
2,“0 ( nv o zz)
1
— (P - )
2410
~ _Lpes
Ho
Jednacine kretanja su
0uFP = 11 J" . (5.7.96)
Dobili smo éetiri jednaéine. Za 3 = 0 jednacina je 9,F*° = 110.J°, odnosno
1 .
-0, E" = pocp . (5.7.97)
c
To je prva Maksvelova jednacina,
dvE =2 | (5.7.98)
€o
Za 8 =1 imamo
OoF + 0, F*' + 05 = g J! (5.7.99)
odnosno
1 0FE,

(rOtB>x = MO]x +

- 5.7.100

Sto je x komponenta cetvrte Maksvelove jednacine. Jasno je da 8 = 2,3 su y odnosno z kom-
ponenta iste jednacine. Dakle, (5.7.96) su Maksvelove jednacine sa izvorima. Dobili smo ih
variranjem dejstva.

Uvrstavanjem izraza za jacinu polja u (5.7.96) dobijamo

D, (0" A” — 8 APY = o J” (5.7.101)

odnosno

OAY — 070, A" = 1 J"” . (5.7.102)

To su jednacine za potencijale koje smo izveli ranije. U Lorencovoj kalibraciji one su
OAY = peJ” . (5.7.103)
Iz definicije tenzora jacine polja sledi da je slede¢i identitet
O + 0, F 5, 4+ 0,F,, =0 (5.7.104)
zadovoljen. Ovo se lako proverava:

0u(0,Ay — 0,A,) + 0,(0s Ay — 0, Ay) + 0y (0, A, — D, Ay) =0 . (5.7.105)
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Iz prethodnog identiteta slede druga i treca Maksvelova jedna¢ina. Npr.
81F23 + 82F31 + 83F12 =0 (57106)
je
divB=0. (5.7.107)

Na osnovu oblika (5.7.104) zaklju¢ujemo da su druga i tre¢a Maksvelova jednacina kovarijantne.
Bezizvorne Maksvelove jednacine se ne dobijaju variranjem dejstva (5.7.92). One su kinematicki
uslovi.

Jednacine (5.7.104) mozemo prepisati u slede¢em obliku

P70, Fy =0 . (5.7.108)

Tenzor koji se pojavljuje na levoj strani gornje jednacine,
[V 1 Hvpo
= € F,y (5.7.109)

je dualni tenzor jacine polja.
Videli smo da je velicina F),,, F'*” invarijanta. Lako se vidi da je

1 v 2 1 2
[1:§FM,,FM :B _C_QE .

Definisa¢emo jos jednu invarijantu elektromagnetnog polja
I = —geWPUFWFPU ~E-B.

Iz invarijantnosti izraza E- B na Lorencove transformacije, sledi da ako su elektri¢no i magnetno
polje ortogonalni u jednom sistemu, onda su oni ortogonalni u svim inercijalnim sistemima.

5.8 Prostorna i vremenska inverzija

Pod relativistickom kovarijantnos¢éu neke teorije podrazumeva se njena kovarijantnost na bustove
i rotacije. Ove Lorencove transformacije zadovoljavaju slede¢a dva uslova

detA =1, A% >1 (5.8.110)

i nazivaju se pravim ortohronim Lorencovim transformacijama. Prave ortohrone Lorencove
transformacije ¢ine podgrupu cele Lorencove grupe. Ta podgrupa, ne sadrzi inverzije, ve¢ kao
$to smo rekli, samo one Lorencove transformacije povezane sa jedinicom, a to su rotacije i bustovi.
Razmotrimo sada kako se Maksvelove jedna¢ine ponasaju pri inverziji prostora. Prostorna

inverzija je definisana sa
t—=t'=t,r—>r'=-r. (5.8.111)
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Matrica ove transformacije je

1 0 0 0
0 -1 0 0

mo_
Ay 0O 0 -1 0
0 O 0 -1

Ona je Lorencova transformacija, jer zadovoljava uslov ATgA = g. Ova transformacija nije
povezana neprekidnom transformacijom sa jedini¢nim elementom Lorencove grupe. Prostorna
inverzija je diskretna transformacija. Pri prostornoj inverziji brzina menja znak

dr , dr’ dr
Voa Y dt dt M ( )

Vektori koji pri prostornoj inverziji menjaju znak nazivaju se pravim vektorima. Slicno se vidi

da ubrzanje menja znak pri prostornoj inverziji, pa je i ono pravi vektor. Iz F = ma sledi da
sila menja znak pri prostornoj inverziji. 1z izraza za Lorencovu silu

F=¢E+vxB),

sledi da pri prostornoj inverziji elektricno polje menja znak, a magnetno polje ne menja znak.
Elektriéno polje je pravi vektor, dok je magnetna indukcija aksijalni ili pseudo vektor. Dakle:

E'(x)=-rt'=t) = —E(r,t)
B'(r'=-r,t'=t) = B(r,1). (5.8.113)

Naelektrisanje ¢ = [ d*rp(r,t) se ne menja pri prostornoj inverziji. Odavde sledi zakon trans-
formacije gustine naelektrisanja

P’ =—rt'=t)=p(r,t). (5.8.114)
Vektor gustine struje, j = pv menja znak pri prostornoj inverziji
jjx'=—r,t' =t) = —j(r,t) . (5.8.115)

Sada je lako pokazati da su Maksvelove jednac¢ine invarijantne pri prostornoj inverziji. Npr. ako
podjemo od tre¢e Maksvelove jednacine u primovanom sistemu

COB(x', 1)

t'E (v’ t') = 5.8.116
i primenimo gornje zakone transformacija dobi¢emo
0B
tE = —— . 5.8.117
ro T ( )

Tre¢a Maksvelova jednacina ne menja oblik pri prostornoj inverziji. Sli¢no se proverava kovari-
jantnost preostale tri jednacine.
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Neka je 2’ = R;;x;, gde je R ortogonalna trodimenzionalna matrica, tj. matrica koja zado-
voljava uslov RTR = I. Prave rotacije (koje zovemo samo rotacijama) su one ortogonalne trans-
formacije za koje je det R = 1. Ako je det R = —1 takve ortogonalne transformacije nazivamo
nepravim rotacijam. Inverzija prostora pripada nepravim rotacijama. Tenzore u euklidskom
prostoru smo definisali ranije. Sada ¢emo da definisemo pseudotenzore. Skup od 3V veli¢ina,
Ti,.in J€ Pseudotenzor, ako se pri ortogonalnim transformacijama transformise prema

7] (I,) = (det R)Rilh s RiNjNle---jN (ZL“) .

1. AN

Tenzori i pseudotenzori se na isti nacin transformisu pri pravim rotacijama, ali razli¢ito pri
nepravim rotacijama. Matrica prostorne inverzije je R;; = —0;;, pa se pseudotenzor sa N
indeksa pri inverziji prostora transformise prema

Tz‘,1...iN(x/) - (_1)N+lTi1--~iN (.’ﬂ) :

Pravi euklidski tenzor sa N indeksa pri prostornoj refleksiji transformise sa faktorom (—1)%,
dok pseudotenzor sa faktorom (—1)¥*1. Veé¢ smo rekli da su elektri¢no, odnosno magnetno polje
primeri pravog vektora, odnosno pseudovektora. Simbol Levi-Civita pri prostornoj inverziji
transformise se prema
5;jk = —(=0im) (= 0jn) (—Okp)Emmnp = Eijk (5.8.118)
pa je on takodje pseudotenzor.
Vremenska inverzija je definisana sa

t—>t'=—t,r—>r'=r. (5.8.119)
Matrica ove transformacije je
-1 0 0 0
0 100
wo_
A = 0 010
0 001

Vremenska inverzija zadovoljava uslov ATgA = ¢, pa ona jeste Lorencova transformacija. Kao i
prostorna inverzija, ona nije povezana sa jedinicnom transformacijom. Pri vremenskoj inverziji
brzina ¢estice menja znak

e e e
Cdt Ay dt

Ubrzanje ne menja znak pri vremenskoj inverziji. Iz F = ma sledi da i sila ne menja znak pri
vremenskoj inverziji. Iz izraza za Lorencovu silu

\% —Vv. (5.8.120)

F=q¢E+vxB)

sledi da pri vremenskoj inverziji elektri¢no polje ne menja znak, a magnetno polje menja znak.
Dakle:

E'(x'=r,t'=—-t) = E(r,1)
B'(r'=r,t' =—t) = —B(r,t). (5.8.121)
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Zakon transformacije zapreminske gustine naelektrisanja i struje pri vremenskoj inverziji je

P’ =rt'=—t) = p(r,t)
jje'=rt'=—-t) = —j(r,t). (5.8.122)

Pokazimo da je (2.4.87) invarijantna na vremensku inverziju. Iz

rot! (B (r, —t)) — —w (5.8.123)
sledi 9B
rotE = 5 (5.8.124)

Sliéno se pokazuje i da su preostale tri Maksvelove jednacine invarijantne na vremensku inverziju.

5.9 Kovarijantnost Maksvel-Lorencovih jednacina

Zapreminska gustina naelektrisanja i struje koje poticu od vezanih naelektrisanja ¢ine ¢etvorovektor

CPver —cdivP
Jh = <jp ) = (rotM—i— %_P) . (5.9.125)
vez Ot

To je ¢etvorovektor gustine struje vezanih naelektrisanja. Koristeéi ovaj cetvorovektor prvu i
poslednju Maksvel-Lorencovu jednac¢inu mozemo prepisati u obliku

O F™ = jo(J” + It

vez) ?

(5.9.126)

gde je J, cetvorovektor gustine struje eksternih i slobodnih naelektrisanja. Uvedimo tenzor M,
sa
0 —cP, —cP, —cP,
cP, 0 -M, M,

M, = o P, M, 0 M, (5.9.127)
cP, —M, M, 0
Lako se vidi da vazi
fodpver = 0" M, . (5.9.128)
Poslednja relacija potvrdjuje da je M, tenzor drugog reda. Iz (5.9.126) sledi
Ou(FH — M"™) = poJ” (5.9.129)
odnosno
0, H" = poJ” (5.9.130)
gde je
O D, & D,
D 866 6()6[—[ E()[f[
P —Hol1, Mo Y
H,, = o 5.9.131
YT\ R wH 0 (59131



102 GLAVA 5. RELATIVISTICKA ELEKTRODINAMIKA

Jednacine (5.9.130) su kovarijantni zapis prve i cetvrte Maksvel-Lorencove jednacine. Druga i
treca jednacina u kovarijantnom obliku su date sa (5.7.104). Iz zakona transformacije tenzora
M™ lako se nalaze zakoni transformacije polarizacije i magnetizacije pri prelasku iz sistema S
u sistem S’ koji se krece konstantnom brzinom V

-1V xM
€ 2
1= Py, PL= :
V2
e
M, +VxP
f— M, M = VX (5.9.132)
[ I i =
1=
Analogno, zakon transformacije H*” daje zakone trensformacije
D, +5VxH
| = D, D= —
1=
H -V xD
= H, H =-—= (5.9.133)

N

Neka se dielektrik bez disperzije krece stalnom brzinom v. Nadjimo elektrodinamicke jednacine
ovog dielektrika u laboratorijskom sistemu. Za dielektrik ¢emo vezati primovan sistem, i sve
veli¢ine u ovom sistemu obelezi¢emo primovima. U sistemu mirovanja dielektrika je

D' =¢cFE
B = popH' . (5.9.134)

Primenom transformacionih zakona (5.9.133) i (5.4.29) mozemo u gornjim jednac¢inama elimin-
isati primovane veli¢ine preko neprimovanih i tako nac¢i supstancijalne jednacine u laboratori-
jskom sistemu. Posle pravolinjskog racuna dobijaju se sledece relacije

1
D+ 5(VxH) = ce(E+VxB)

1
B- 5(VxE) = pu(H~VxD). (5.9.135)

Ove realcije je prvi izveo Minkovski, i po njemu se one nazivaju Minkovskijeve relacije. Pri
izvodjenju ovih relacija pretpostavili smo da se sredina kre¢e stalnom brzinom. Medjutim, ove
relacije vaze i kad to nije slu¢aj. Mozemo ih primenjivati lokalno. Razliciti deli¢i sredine se kre¢u
razlicitim brzinama, ali za svaki uoceni deli¢ mozemo preci u sistem u kome on trenutno miruje i
koji je inercijalan u infinitezimalno malom vremenskom intervalu. Ako je sredina provodna i ako
u sistemu vezanom za nju vazi Omov zakon j’ = oE’, onda se lako dobija da u laboratorijskom
sistemu vazi

E+V xB V2 o EH

V2 CQ 1 V2
c? =

+pV . (5.9.136)

J=0
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U nerelativistickom limesu V' < ¢, gustina struje je data sa
j=cE+V XxB)+pV. (5.9.137)

Ovo je generalisani Omov zakon.

Primer 1 Dugacak valjak radijusa R napravljen je od materijala permanentne polarizacije.
Vektor polarizacije u valjku je data sa P = ape,, gde je a konstanta.

a) Nadi raspodelu vezanih naelektrisanja pa na osnovu toga odrediti raspodelu vezanih struja
ako valjak rotira oko ose simetrije konstantnom ugaonom brzinom w = we,, pri ¢emu je wR < c.

b) Naéi gustinu vezanih struja primenom zakona transformacije (5.9.132)

c) odrediti B

Resenje: a)lz P = ape, sledi py, = —divP = —2a. Na omotacu valjka za posmatraca za
koga uoceni deli¢ na obodu valjka miruje, normalna komponenta polarizacije trpi skok koji daje
vezana povrsinska naelektrisanja oy., = aR. Odavde je

jvez - pvez(w X P) = —2awpe¢
lee = Ovellwe, = alwey . (5.9.138)

b) Iz zakona transformacije polarizacije i magnetizacije sledi da je magnetizacija u labora-
torijskom sistemu

M, = —v X P = awp’e, . (5.9.139)
a polarizacija Pj,, = P. Gustina struje je onda
aI)laub
.vez = rotM ab+ —F—
J lab ot

odakle se lako nalazi
Jver = —2awpey .

Iz grani¢nog uslova za skok tangencijalne komponente magnetizacije dobija se iyey.

¢) Amperova teorema
j{B-dl:uo/jvez-dS

B = ppawp’e,

daje

unutar valjka. Smislite jos neki na¢in da nadjete B, npr. krenite od izraza za cirkulaciju H.

Primer 2 U sistemu reference u kome sredina miruje jednacine sredine su date sa (5.9.134).
Pokazati da u inercijalnom sistemu u kome se sredina kreé¢e brzinom V vaze sledece elektrodi-
namicke jednacine sredine

2

1 V
D = €0€E+72€0<8—p)(VXB+—EL>

c2

B |
H = — +¢ (5 - —)f (V < E — V2BL> . (5.9.140)
L
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U nerelativistickom limesu ove relacije postaju

1
D = ceE+¢ (5 — —>V x B (5.9.141)
1
B 1
H - —+eo(5——>V><E. (5.9.142)
Hoth H
Resenje: Poc¢i od
D= DH +D; . (5.9.143)

Primenom (5.9.133) i jednacina sredine u sistemu mirovanja dobijamo vektor indukcije D izrazen
preko elektricnog i magnetnog polja u sopstvenom sistemu. Dalje je potrebno da se primene
relacije (5.4.29). Sredjivanjem ovog izraza dobija se prva relacija u (5.9.140). Druga relacija se
pokazuje analogno. Ove relacije sadrze istu fizicku informaciju kao relacije Minkovskog (5.9.135).
Nerelativisticke relacije se lako dobijaju i iz (5.9.135).

Primer 3 Nemagnetni valjak radijusa a i permitivnosti € kre¢e se duz svoje ose simetrije
stalnom brzinom v = ve, u konstantnom magnetnom polju B = —Be,. Nadi elektricno polje u
svakoj tacki prostora ako je v < c.

Resenje: Primenom (5.9.141) dobijamo da je vektor elektricne indukcije u laboratorijskom

sistemu dat sa
D = ¢pcE + ¢¢(e — 1)vBe, . (5.9.144)

Kako je magnetno polje konstantno to je rotE = 0, pa je E = —V¢;. Kombinovanjem ovih
relacija sa prvom Maksvelovom jednac¢inom dobijamo

3

—1
Ay = ——div(v x B) , (5.9.145)

odnosno

Agp =0 . (5.9.146)

Skalarni potencijal zadovoljava Laplasovu jednacinu za r < a. U oblasti » > a potencijal ¢emo
obeleziti sa ¢9 1 on takodje zadovoljava Laplasovu jednac¢inu. Grani¢ni uslovi su

p1(a) = ¢a(a)
0 o0,

ol R = (e —1)vBcosp . (5.9.147)

r=a

Metodom razdvajanja promenjlivih mozemo odrediti potencijal. Medjutim, na osnovu grani¢nih
uslova je oc¢igledno da potencijal ima oblik

— ¢1:F1(7")COSQD, r§a7
0= { ¢y = Fy(r)cos, 1> a. (5.9.148)

Funkcije Fi(r) i F»(r) zadovoljavaju Ojlerovu jednacinu

&F 1dF F

dr2 + rdr 72

0. (5.9.149)
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Lako se vidi da su partikularna resenja ove jednacine F' = r i F' = 1/r, pa u skladu sa ¢injenicom
da potencijal ne divergira na osi simetrije valjka i da u beskonacnosti nemamo elektricno polje,
sledi

¢1 = Arcosyp
B
¢a = —cosyp, (5.9.150)
,
gde su A i B konstante. Ove konstante odredjujemo iz grani¢nih uslova na povrsini valjka.
Rezultat je

-1
o = €+10Brcosg0

Gy = CosS ¥ . (5.9.151)
Elektriéno polje je

E, = — vBe,

E, = 5—(cos pe, + sin pe,) . (5.9.152)
r

Primer 4 Dugacki nemagnetni valjak polupreénika a i permitivnosti € rotira oko svoje ose
simetrije stalnom ugaonom brzinom w = we,. Valjak se nalazi u stalnom magnetnom polju koje
je paralelno sa osom valjka, B = Be,. Odrediti polarizaciona naelektrisanja u valjku.

Resenje: Vektor indukcije je

D = ¢ocE + ¢9(e — 1)wBre, . (5.9.153)

Pokazati da potencijal elektricnog polja zadovoljava jednacinu

-1
Np=2"""uB, (5.9.154)
€
odakle je
6= Lop (5.9.155)
= wBre . 9.
2e
Elektriéno polje u valjku je
-1
E= " wBre, . (5.9.156)
Lako se vidi da je u valjku vektor indukcije jednak nuli, pa je polarizacija P = —¢oE, odakle je
—1
oy = =D up (5.9.157)
€
-1
by = EICR (5.9.158)

€
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5.10 Integralni oblik Maksvel-Lorencovih jednacina

U ovom poglavlju nac¢i ¢emo integralni oblik Maksvel-Lorencovih jednacina. Ovo poglavlje je
moglo biti izloZzeno ranije, odmah posle poglavlja 3.1. Medjutim, mi ga izlazemo sada, da bismo
mogli neke od rezultata povezati sa zakonima transformacije polja.

Integracija prve Maksvel-Lorencove jednacine (3.1.34) po zapremini V' daje

/dide3T:/pd3r. (5.10.159)
v v

Primenom Gausove teoreme dobijamo
D-dS = / pd®r | (5.10.160)
oV 1%

Sto je integralni oblik prve Maksvel-Lorencove jednacine. Fluks vektora elektricne indukcije kroz
zatvorenu povrsinu jednak je ukupnom makroskopskom i spolja unetom naelektrisanju koje se
nalazi u zapremini ¢ija je granica zatvorena povrsSina. Vektor elektri¢cne indukcije D ne vidi
polarizaciono naelektrisanje.

Sli¢no, iz druge jednacine (3.1.35) sledi

fB .dS=0. (5.10.161)
S

Fluks vektora magnetne indukcije kroz ma koju zatvorenu povrsinu je nula.
Integracijom Faradejevog zakona (3.1.36) po povrsini S dobijamo

B
/rotE as—— [ B las. (5.10.162)

Primenom Stoksove teoreme dobijamo

%Edl: _[9B s (5.10.163)

Ako pretpostavimo da je kontura integracije, C' = 0S nepokretna, onda je

%E'dlz —E/B-ds. (5.10.164)
c dt Jg

Kao sto smo ranije rekli cirkulacija vektora jacine elektricnog polja je elektromotorna sila. Sli¢no,
ako je kontura C nepokretna dobija se

%H-dl:/j-dSJri/D-ds. (5.10.165)
c S dt Js

To je integralni oblik jednacine (3.1.37).
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—

At + At)

Slika 5.4: Kretanje konture.

U nepokretnom provodniku koji se nalazi u promenljivom magnetnom polju indukovace se
struja. Madjutim, struja ¢e se indukovati u provodniku koji se krece u stalnom magnetnom
polju. Zato ¢emo sada analizirati slucaj kada je kontura integracije, C' pokretna.

Neka je A(r,t) vektorsko polje. Nadjimo vremenski izvod fluksa ovog polja kroz pokretnu
povrs. Kretanje povrsi, odnosno konture, koja je njena granica, je zadato sa poljem u = u(t, r).
Na slici 5.4 prikazali smo polozaje konture u trenutku ¢, odnosno u t + At. Neka je S(t) = 54
povrs u trenutku ¢, a S(t+ At) = S5 povrs u trenutku ¢ + At. Kontura pri svom kretanju opisuje
telo ¢ija je izvodnica uAt. Po definiciji izvod fluksa vektorskog polja je

A(t+At)-dS — [, A(t)-dS
i/ A(t)-dS = lim Jstsan A ) sy A1) .
dt S() At—0

5.10.166
A7 ( )
Neka je AV zapremina tela koje nastaje pri kretanju konture. Baze toga tela su S; i .S; i ono je
prikazano na slici 5.4. Primeni¢emo Gausovu teoremu za vektorsko polje A, uzimajuci vrednost
vektorskog polja u trenutku ¢, tj.

/ divAd®r = — A(t)-dS + A(t)-dS — / A(t) - (uAt x dl) . (5.10.167)
AV S1 So om
Koristedi
0A
Alt+At) = A() + AL, (5.10.168)
jer je At malo, (5.10.167) postaje
0A
/ divAd?r = A(t+ At)-dS — / —AtdS
AV S5 s, Ot

— [ A@®)as —/ A(t) - (VAE x dl) . (5.10.169)
S1 om
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Iz poslednjeg izraza sledi

i( A(+An-dS— [ A(r)-ds) —/ (divA)u-dS+/ a—‘A‘ds—jf(u><A)-dl. (5.10.170)
At So S1 S1 Sa ot

U limesu At — 0 dobijamo

A
4 A(t)-dS = / divAu-dS + / a—dS - / rot(u x A)-dS . (5.10.171)
dt S(t) S S ot S

Iz (5.10.171) vidimo da postoje tri doprinosa promeni fluksa vektorskog polja A po pokretnoj
konturi. Pri kretanju konture ona prolazi kroz oblast sa izvorima i ponorima polja A. To je prvi
sabirak sa desne strane u (5.10.171). Drugi sabirak je doprinos promeni fluksa zbog zavisnosti
vektorskog polja od vremena, dok je treéi sabirak vezan za curenje fluksa kroz omotac. Sada
se vratimo na formulu (5.10.163) i pretpostavimo da se kontura integracije C' krece na zadati
na¢in. Primenom (5.10.171) imamo

d
7{ E-dlz——/ B-ds—f (v x B)-dl, (5.10.172)
cw dt Jsq ()

odnosno

d
j'{ (E+vxB)-dl - _—/ B.dS . (5.10.173)
C(t) dt S(t)

Formula (5.10.173) je Faradejev zakon za pokretnu konturu. Sve veli¢ine u ovom zakonu meri
laboratorijski posmatrac.

Pretpostavimo sada da se kontura kre¢e malom brzinom u poredjenju sa brzinom svetlosti,
tj. da je v < ¢. Za posmatraca S’ vezanog za konturu Faradejev zakon ima oblik

d
fiE'-dl' o[BS (5.10.174)

Sve primovane veli¢ine meri posmatraca iz sistema S’. Veli¢ine koje meri laboratorijski posma-
trac (sistem S) su neprimovane i za njega Faradejev zakon je oblika (5.10.173). Kako je dl’ = dl
i dt’ = dt to poredjenjem ova dva zakona dobijamo

E' = E+vxB
B’ = B.

Dobili smo nerelativisticki zakon transformacije polja jer smo pretpostavili da se kontura krece

malom brzinom. Izraz
&= j{ E’-dl’
c

je elektromotorna sila. Sve velic¢ine u definiciji elektromotorne sile se odnose na posmatraca sa
konture.
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Primer 1. Kontura kvadratnog oblika krece se brzinom v = ve, u xy ravni u magnetnom
polju B = B(z)e,. Sopstvena duzina stranice kvadrata je [. Proveriti vazenje Faradejevog
zakona u sistemu konture i u laboratorijskom sistemu.

Resenje: Neka je sistem S’ vezan za kvadrat, postavljen tako da mu se koordinatni pocetak
poklapa sa jednim temenom kvadrata, a 2’ i ¢’ ose su duz njegovih stranica. U ovom sistemu
postoji elektricno i magnetno polje:

vB(z)
B =
g - BW

Sa druge strane je

0B’ [ Lo x4+ ot/
dS' = —— | —B(——)da’
/(915’ 1_%/0875’ ( 1_%>$
lv /22 dB
= — —dz, (5.10.175)
— ) dz
gde su granice integracije
ot! [+ ot
Z1 = )
5 -5
Na kraju dobijamo
/ t/ t/
9B qgr— (B( v )—B(U—)) . (5.10.176)
ot [1 -2 [1_ 22 w2
c? c? c?
Dakle vazi d
E'-dl'=—-— | B'dS’ 5.10.177
¢ i/ (510177)
Ako je v < ¢ onda je
E =vl(B(vt) — B(l 4+ vt)) . (5.10.178)

Za posmatraca u sistemu S kontura je pokretna pa on primenjuje (5.10.173). Leva strana ove

jednacine je
2
]{(v « B)-dl = vl(B(vt /1 2—2) - B(vt)) . (5.10.179)

Lako se vidi da je to i desna strana. Prethodni izraz se u nerelativistickom slucaju svodi na
(5.10.178).
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Glava 6

Elektrostaticko polje u vakuumu

Ova glava posvecena je elektrostatickom polju u vakuumu. Posle kratkog uvoda u prvom
poglavlju, u drugom poglavlju se razmatraju skokovi potencijala i uvodi dipolni sloj. Zatim,
u treéem poglavlju, se ispituje jednoznacnost Poasonove jednacine. Cetvrto poglavlje posveéeno
je Poason-Grinovoj formuli u elektrostatici. Naredno, peto poglavlje obradjuje tehniku nalazenja
reSenja Laplasove jednac¢ine metodom razdvajanja promenljivih. Posebno se analiziraju Dekar-
tove, sferne i cilindri¢ne koordinate. U narednim poglavljima se razmatra elektrostaticko polje
naelektrisanih provodnika. Dat je i metod Grinovih funkcija za nalazenje resenja Poasonove
jednacine. Poslednje poglavlje posveceno je energiji elektrostatickog polja u vakuumu.

6.1 Uvod

Naelektrisanja koja miruju generisu staticko elektricno polje E = E(r). U tom slucaju Maksvelove
jednacine za polje u vakuumu se svode na

divE(r) = px) (6.1.1)

€0

rotE(r) = 0. (6.1.2)

Iz (6.1.2) sledi da je E = —V¢, gde je ¢ skalarni potencijal. Zamenom ovog izraza u (6.1.1)
dobijamo Poasonovu jednacinu

VANOIES —@ ) (6.1.3)

€o
U oblasti prostora gde je zapreminska gusina naelektrisanja nula, p = 0 potencijal zadovoljava
Laplasovu jednacinu
Np=0. (6.1.4)
Resenja Laplasove jednacine su harmonijske funkcije. Pri reSavanju elektrostatickih problema
¢esto se reSenja traze u pojedinac¢nim oblastima prostora, a zatim se dobijena reSenja ’zasivaju’
primenom grani¢nih uslova. Ako su na granicoj povrsini izmedju dve sredine prisutna povrsinska
naelektrisanja, normalna komponenta elektri¢nog polja ¢e trpeti skok, prema
o

E2n - Eln = . (615)

€0

111
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Tangencijalna komponenta elektricnog polja je neprekidna, t;j.

Indeksi 11 2 se odnose na prvu, odnosno drugu oblast. Jedini¢ni vektor, n je usmeren od sredine
1 ka sredini 2. Iz (6.1.5) sledi

0¢ dgp| o
%1—%2—57 (617)
gde je
%—D-qu)
on

izvod potencijala u pravcu normale. Izraz (6.1.7) govori o skoku izvoda potencijala u pravcu
normalnom na grani¢nu povrs izmedju dve oblasti.

6.2 Dipolni sloj

U vecini primera potencijal elektricnog polja je neprekidna funkcija. Izuzetak ¢ini tzv. dipolni
sloj koje ¢emo analizirati u ovom poglavlju. Neka se dve naelektrisane povrSine nalaze na
malom medjusobnom rastojanju b(r). Gustina naelektrisanja u naspramnim tackama na ove dve
povrsine je +o(r) odnosno —o(r). Povrsinska gustina o i rastojanje izmedju ove dve povrsine
ne moraju biti konstantni. Kada je rastojanje izmedju ove dve naelektrisane povrsine, b malo
dobijamo tzv. dipolni sloj (list). Dipolni sloj je skup tackastih dipola koji su konfinirani na
povrsini. On se sastoji od elementarnih dipola momenta

dp = b(r)o(r)dSn , (6.2.8)
gde je ort normale n usmeren od negativne ka pozitivnoj povrsini. Veli¢ina
T(r) = j—g = o(r)b(r)n (6.2.9)

naziva se gustinom elektricnog dipolnog momenta. Granic¢na povrs izmedju te¢nosti i gasa, na
kojoj su zarobljeni polarni molekuli gasa je primer dipolnog sloja.

Odredimo sada potencijal dipolnog sloja u proizvoljnoj tacki r. Potencijal je zbir potencijala
naelektrisanja sa pozitivne i sa negativne povrsine kao sto je prikazano na slici 6.1, tj.
1 ( o(r’)ds’ cr(r”)dS”>

v — /| B lr — 1’|

o(r) = (6.2.10)

4meg

Kako je " =r’ — bn, i kako je b malo u poredjenju sa |r — r'|, to je potencijal u tacki P dat sa

1 o(r)ds’ o(r’)ds’ bn - (r —r’)
or) = 47reo< Ir — /| v —r/| (1 v —r'|? +>)
1 /a(r’)bn (r—1r")dS
A7eg lr —r/|3

1 /T(r’) “(r—r")ds’ (62.11)

47eg lr —r/|3 ’
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O

7 P

Slika 6.1: Potencijal dipolnog sloja u tacki P.

gde smo ¢lanove viseg reda po malom parametru b/r zanemarili. Prostorni ugao (slika 6.2) pod
kojim se iz tacke u kojoj odredjujemo potencijal vidi element povrsine d.S’ je
r'—r)-ndS

7]

aqy = ¢

(6.2.12)

Znak prostornog ugla zavisi od znaka kosinusa ugla izmedju vektora n i r —r’. Na slici 6.3 ugao
izmedju vektora n i r — r’ je ostar, pa je prostorni ugao pozitivan. Sa druge strane na slici 6.4,
taj ugao je tup, pa je prostorni ugao negativan. Izraz za potencijal dipolnog sloja je

b(r) = — / F(e)dY | (6.2.13)

4dmeq

Odredimo sada razliku potencijala u tackama 1 i 2 koje se nalaze uz sam dipolni list u
oblastima 1 odnosno 2. Dipolni sloj mozemo da predstavimo kao superpoziciju malog diska
infinitezimalno male povrsine d.S neposredno iznad tacke 1 i ispod tacke 2 i ostatka dipolnog
sloja, dobijen izdvajanjem malog diska povrsine dS. Za mali element dipolnog sloja gustinu
elektri¢nog dipolnog momeneta mozemo da smatramo skoro konstantnom, pa iz (6.2.13) sledi da
je potencijal u tacki 1 jednak —ﬁ2ﬂ'7’, dok je u tacki 2 njegova vrednost ﬁ%ﬁ. Za dipolni
sloj iz kojeg smo izvadili mali disk potencijal je isti u tackama 11 2, pa je ukupni skok potencijala
po principu superpozicije dat sa

7(r)

Ga(r) — P1(r) = —= . (6.2.14)

€0

Dakle, potencijal elektricnog polja trpi skok kod dipolnog sloja, proporcionalan gustini dipolnog
momenta sloja.
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ds’

dQY’

O
7 P

Slika 6.2: Prostorni ugao u tacki P pod kojim se vidi element d.S’.

Slika 6.3: Tacka posmatranja je ispod povrsine, pa je prostorni ugao pozitivan.
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O

Slika 6.4: Tacka posmatranja je iznad povrSine, pa je prostorni ugao negativan.

6.3 Jednoznacnost resenja Poasonove jednacine

U ovom poglavlju odredi¢emo pod kojim uslovima Poasonova, odnosno Laplasova jednacina
imaju jednoznacno reSenje u povezanoj oblasti prostora V. ReSenje Poasonove jednacine je
jednoznacno ako:

1. u oblasti V' znamo raspodelu naelektrisanja p = p(r) i sve diskontinuitete potencijala i izvoda
potencijala;

2. na grani¢noj povrsini S oblasti V' ili je zadat potencijal ¢|s = H(r) ili znamo izvod potencijala
u pravcu normale

o¢

n'ngS\SEa—nS:F(r).

Ukoliko na granici oblasti V' znamo potencijal takav grani¢ni uslov se naziva Dirisleovim. Ako
je na granici zadata vrednost izvoda potencijala u pravcu normala takav grani¢ni uslov je Noj-
manov.

Da bismo dokazali prethodno tvrdjenje prvo ¢emo izvesti prvi Green-ov identitet. Zamenom
A =V, gde su x i ¥ dve diferencijabilne funkcije u Gausovu teoremu

/ divAd®r = ¢ A-dS (6.3.15)
v oV
dobijamo spomenuti identitet

/ Br(Vy - Vib + YAP) = f VS . (6.3.16)
1%

)%

Sada ¢emo pokazati jednoznacnost resenja Poasonove jednacine. Pretpostavimo da postoje dva
reSenja ¢ i ¢o Poasonove jednacine koja zadovoljavaju iste grani¢ne uslove. Njihova razlika
u = ¢1 — ¢o zadovoljava Laplasovu jednac¢inu Au = 0. Ukoliko potencijal zadovoljava Dirisleov
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grani¢ni uslov onda je ulgy = 0. Ako sa druge strane potencijal zadovoljava Nojmanov grani¢ni
uslov tada je

Ju ‘
onlov
Zamenom ¢ = xy = u u prvi Grinov identitet dobijamo

/Vd?’r [(Vu)Q—i—uAu] = ?gv u%dS. (6.3.17)

Drugi sabirak sa leve strane u (6.3.17) je nula. Povrsinski ¢lan u izrazu (6.3.17) je takodje jednak
nuli bilo da su zadati Dirisleovi bilo Nojmanovi grani¢ni uslovi. Prema tome dobili smo

/ d*r(Vu)? =0, (6.3.18)
\%4

odakle sledi da je u = C, tj. reSenja ¢, i ¢ se razlikuju do na konstantu, sto je fizicki jedno te
isto resenje. Recimo na kraju da grani¢ni uslov moze biti i meSovit, tj. na nekom delu granice
je zadat potencijal, a na preostalom izvod potencijala u pravcu normale na granici. U ovom
slucaju povrsinski ¢lan u (6.3.17) je takodje jednak nuli.

6.4 Poason—Grinova formula

Ako u prvom Grinovom identitetu (6.3.16) zamenimo funkcije ¢ i y dobijamo

/d3r(Vw-Vx+wA)<) :j{ YV xdS . (6.4.19)
14 ov

Oduzimanjem dobijenog izraza od (6.3.16) dobijamo drugi Grinov identitet:
/ Pr(xAy — Y Ay) = fg (xVi —9Vx)dS . (6.4.20)
v v

Zamenom ) = 0 i x = ¢ udrugi Grinov identitet (A.0.14), u kome se integrali po r’ dobijamo

\rr

/Vd?’r’ <gb(r’)A”r E T E r,|A’¢(r’)) - }év (fbv’(’r E r,’) T . r,’V’cb)dS/ . (6.4.21)

Primenom Dirak-Grinovog identiteta dobijamo

N A3,/
o(r) = 47350 /V p|(rr—)i/7|n + 417r ]ﬁv [\r Vo W/(y—lr/yﬂdsl ' (64.22)

Izraz (6.4.22) je Poason-Grinova formula. Prvi ¢lan sa desne strana jednacine (6.4.22) je za-
preminski integral, gde se integrali po naelektrisanjima koja se nalaze u oblasti V. Drugi ¢lan
sa desne strane ove jednacine je povrsinski. Podintegralna funkcija u ovom integralu zavisi od
potencijala i izvoda potencijala u pravcu normale na granici.
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Neka je V = R3 tj. zapremina V je ceo prostor. Potencijal na velikim rastojanjima od
sistema tezi nuli kao 7% ili brze, pa izraz u zagradi povrsinskog integrala u (6.4.22) se ponasa kao
7%3 na velikim rastojanjima. MnoZenjem sa elementom povrsine koji se ponasa kao 7’2 vidimo da
je povrsinski integral tipa % i dakle tezi nuli. U ovom sluc¢aju Poason—Grinova formula se svodi

na poznat rezultat
1 p(r’)d3r
_ 6.4.23
o) d7eg /RB v —r/| ’ ( )

gde se integrali po celom prostoru. Povrsinski integral u Poason-Grinovoj formuli je doprinos po-
tencijalu od naelektrisanja van oblasti V. Napomenimo da Poason-Grinova formula predstavlja
integralni uslov koji zadovoljava potencijal.

Primer 1. Primenom Poason—Grinoive formule pokazati da je potencijal u tacki P elektro-
statickog polja jednak srednjoj vrednosti potencijala na sferi sa centrom u tacki P, pod uslovom
da se u zapremini sfere ne nalaze naelektrisanja. Ovaj iskaz je poznat pod nazivom teorema o
srednjoj vrednosti.

Resenje: Uze¢emo da je tacka P koordinatni pocetak. Primenom Poason-Grinove formule
(6.4.22) vrednost potencijala u tacki P je

I.I

50) = o 3 (FV00) + olr') 15 ) S

1 / / 1 / !
- E(r')dS' + fgv o(r')dS’ . (6.4.24)

B 47TR F1%

Prvi ¢lan, primenom Gausove teoreme je jednak nuli, pa je

1
—47TR2 oV

3(0) (r))dS" (6.4.25)

¢ime smo pokazali teoremu.

6.5 Resavanje Laplasove jednacine metodom razdvajanja
promenljivih
Laplasova jednacina A¢ = 0 je parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda. U naredna

tri podpoglavlja resava¢emo Laplasovu jednac¢inu u Dekartovim, sfernim i cilindricnim koordi-
natama metodom razdvajanja promenljivih.

6.5.1 ResSavanje Laplasove jednacine u Dekartovim koordinatama

Laplasova jednacina u Dekartovim koordinatama je

R¢  2p 0%
52 T o T a0 (6.5.26)
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Pretpostavi¢emo da partikularno resenje ove jednacine je proizvod tri funkcije od kojih svaka
zavisi od jedne Dekartove koordinate: ¢ = X ()Y (y)Z(z). Laplasova jednacina postaje

1d°X 14y 1d*Z7
—c———F+ts—+=-—7=0. 6.5.27
Xd? "Yag  Zaz2 (6:5.27)
Zbir tri funkcije od kojih prva zavisi samo od x, druga od y a treca od z, za svako z,y, z je nula.
To je jedino moguce ako je svaka od ovih funkcija konstantna, tj.

1d2x o, 1d%Y o, 1dZ 9

Xde2 - e ovaE s v zazE (6.5.28)

pri cemu je k2 + k2 k? = 0. Znak konstanti k2, k:; i k2 zavisi od grani¢nih uslova. Dalje ¢emo
da resavamo konkretan problem Nadjimo resenje Laplasove jednacine unutar kvadra ivica a, b
i c. Neka se koordinatni pocetak nalazi u jednom temenu kvadra, a ose z,y i 2z su redom duz
stranica duzine a, b odnosno c¢. Unutar kvadra nema naelektrisanja. Strane z =0, x = a, y = 0,
y = b iz = 0 su na nultom potencijalu, dok je strana z = ¢ na konstantnom potencijalu Vj.

Zbog grani¢nih uslova je k2 > 0, pa je resenje za funkciju X dato sa
X(z) = Cysin(k,x) + Cy cos(k,x) . (6.5.29)

Izp(x =0,y,2) = X(0)Y(y)Z(2) =0ip(x = a,y,2) = X(a)Y(y)Z(z) = 0sledi X(0) = X(a) =
0 pa se konacno dobija Cy = 0, k, = nw/a, gde je n ceo broj. Granicni uslov je diskretizovao
konstantu k,. Prema tome partikularna resenja za funkciju X su

X, ~ sin (?) . (6.5.30)
Analogno partikularna resenja za funkciju Y su
Y,, ~ sin (@) , (6.5.31)
gde m € Z.
Jednacina za funkciju Z je
%_W(Z_z+?_;)zzo. (6.5.32)

Njeno resenje je
7L2 7”2 TL2 m2
7 =A™ 2T 4 BeTTV a2 Tz (6.5.33)

Granicni uslov Z(z = 0) = 0 daje A = —B, pa zaklju¢ujemo da je za fiksne koeficijente n i m

funkcija Z data sa
2 2
Zpm ~ sinh (\/ L %7‘(‘2) . (6.5.34)

Opste resenje Laplasove jednacine je zbir partikularnih resenja:

¢ = Z A sin ( ) sin <@> sinh (\/ ” + ?—;wz) : (6.5.35)

mnf
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gde su A,,, koeficijenti koje odredjujemo iz grani¢nog uslova

e 2 2
Vo = m;ﬂ A, Sin (%) sin (@) sinh ( % + 72—27'(6) ) (6.5.36)
Mnozenjem gornje relacije sa sin(kmx/a) sin({ry/b) i integracijom po z i y uz relacije ortogonal-
nosti . l
/ da sin (W) sin (ﬂ) = %50 (6.5.37)
0 a a 2
dobijamo
0o . (2n+1)7mx . (2m+1)w
16V, sin (— ) sin <—b y) , 2n+12 (@2m+1)7?
o= Z 5 sinh <7rz 5 + 5 ) :
ey T 2n+1)(2m+1) sinh <7Tc\/(2n;;1)2 N (27r;;1)2> a b
(6.5.38)

Rezultat za potencijal je predstavljen u obliku dvostruke beskonacne sume.

6.5.2 Resavanje Laplasove jednacine u sfernim koordinatama
Laplasova jednacina A¢ = 0, gde je potencijal ¢ = ¢(r, 0, ) funkcija sfernih koordinata, je

6¢>+ 1 82¢_0

sin 0 — —_— =
r2sin? § 0p?

00

2
L0 L 0 ( (6.5.39)

v U e ey

Resenje parcijalne diferencijalne jednacine (6.5.39) pretpostaviéemo u obliku

tj. kao proizvod tri funkcije od kojih prva zavisi od r, naredna od 6 i tre¢a od . Zamenom ovog
oblika resenja u jednacinu (6.5.39) dobijamo

R RO d dpP RP d2Q
PQ—+ — | sinf— ————==0. 6.5.40
@ dr? + r2sin 6 do (sm dé > 72 sin? 6 dg? ( )
Mnozenjem prethodne jednacine sa 72 sin 0/(PQR) dobijamo
1 2R 1 d dP 1d42Q
Zsin? 0| — —( sinf— ———=0. 541
sin' 8| 5 + e ) g O (6:5.41)

U prethodnoj jednacini prvi sabirak je funkcija 6 i r, a drugi samo od ¢, a kako im je zbir nula
za svako 1,0, ¢ onda oni moraju biti konstante. Prvi je m?, a drugi —m?, tj.
d2Q

a2 +m*Q =0, (6.5.42)
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odnosno

0. (6.5.43)

idzR + ! i(sin&g) — m”
R dr?  r2sin6P do do

Iz (6.5.42) sledi Q ~ ™. Konstanta m mora biti ceo broj da bi funkcija @ bila periodi¢na
sa periodom 27, tj.

r2sin® 6

Qe +2m) = Q) -

Jednaéinu (6.5.43) prepisa¢emo u obliku

r? R 1 d ( dP) m? 0 (6.5.44)

L T S Y (e Rl WL LR
Ra?  smopad\"™" ) T sntg

gde smo sada razdvojili promenljive; prvi sabirak je funkcija od r a drugi od 0. Kako im je zbir
nula to oni moraju biti konstante. Prvi sabirak je [(I + 1) a drugi —I(l + 1). Dakle dobijamo

R 1 +1)
oz gz =0 (6.5.45)
1 d dP m2

—(sinf——) + [I(l+1) — P=0. 5.4
sinede(sm d9)+[( 1) = =g |P=0 (6.5.46)

Jednacina (6.5.45) je Ojlerova diferencijalna jednacina i njeno resenje trazi¢emo u obliku R ~ r*.
Zamenom u jednacinu dobijamo

k(k—1)—1(1+1)=0,

odakle je k = [+ 1,—1 . Dakle, resenje jednacine (6.5.45) je
I+1 1
R=Ar"+ B, (6.5.47)
r

gde su A i B konstante. Smenom = = cosf, (—1 <z < 1) jednacina (6.5.46) postaje

d 2

@[(1 —xZ)i—]ﬂ + [l(l+ 1) — 1Tx2

P=0. (6.5.48)

Ovo je tzv. generealisana LeZandrava diferencijalna jednacina.

Razmotri¢emo prvo specijalan slucaj kada je m = 0, tj. Q = 1. Ovo znaci da potencijal ne
zavisi od azimutalnog ugla ¢. To je kod sistema koji su invarijantni na rotacije oko z—ose, tj.
koji poseduju azimutalnu simetriju. Jednacina (6.5.48) postaje

— 20— U+ DA =0, (6.5.49)

sto je Lezandrova jednacina. ReSenja jednacine (6.5.49) su Lezandrovi polinomi P(z) dati sa

1 d
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§to je tzv. Rodrigova formula!. Da bi Lezandrova diferencijalna jednac¢ina imala kona¢na resenja
konstanta [ mora biti [ =0,1,2....

Primer 1. Pokazite da (6.5.50) zadovoljava diferencijalnu jednacinu (6.5.49).

Prvih nekoliko Lezandrovih polinima su

Py(z) =1,
P(z)=uz,
Py(1) = %(3952 —1). (6.5.51)

Lezandrovi polinomi su ortogonaln: na intervalu —1 < x < 1 pa proizvoljnu funkciju definisanu
na ovom intervalu mozemo razviti po njima. Relacije ortogonalnosti su

1
2
/ Pu(@)Pu(a)dr = b (6.5.52)

Primer 2. Pokazite relacije ortogonalnosti. Pomnozite (6.5.49) sa P,(x) i integralite po z
na intervalu [—1, 1]. Za pomo¢ konsultujte [1].

Zakljucak je da je opste resenje Laplasove jednacine u slucaju azimutalne simetrije ima oblik
- B
6(r,0) = > (An' + 5 ) Alcost) . (6.5.53)
1=0

Konstante A; i B; odredjuju se iz grani¢nih uslova. Osobine Lezandrovih polinoma su sumirane
u Dodatku C.
Razvijanjem funkcije f(t) = (1 — 2tz + t2)’% u stepeni red po promenljivoj ¢ dobijamo

l
m Zt Pz (6.5.54)

za |z] < 1,0 < t < 1. Stoga je funkcija (1 — 2tz + %)~z generatrisa Lezandrovih polinoma. Izraz

1 1
v =’ \/r2 =2 cosy + 12

(6.5.55)

!Jednacina (6.5.49) se moze resiti predpostavljajuéi resenje u obliku reda

oo

P(z) =a° Z cna”

n=0

gde je s konstanta.
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gde je v ugao izmedju vektora r ir’, je funkcija od cosy i mozemo je razviti u red po Lezandrovim
polinomima. Rezultat je

|r—r’| Z T Py(cos) (6.5.56)

gde su r—- i r~ su manja odnosno veéa od promenljivih r i 7/. Ova formula se lako pokazuje.
Uzmimo da je r’ = r’e3, tada je ugao v sferni ugao . Dalje je

1 1

r—r/| V= 2r cosO+ 12

(6.5.57)

Gornji izraz je funkcija ugla 6 i mozemo ga razviti u red po Lezandrovim polinomima

! i (cos®) , (6.5.58)

V2 —2rricos@ £ 1?2 —

gde su (] koeficijenti. Ove koeficijente odredjujemo uzimanjem 6 = 0. Iz razvoja
1 = Tl<
< (6.5.59)

el = +1
|7" r | 1=0 T>

i B(1) =1 sledi
(cos®) . (6.5.60)

1
V12 — 2rr’ cos @ + 2 ; l>+1

Vratimo se sada opStem slucaju, tj. situaciji kada je m proizvoljno. Da bi jednacina (6.5.48)
imala konacna reSenja potrebno je i dovoljnodal=0,1,2,3,... im=—[,—l+1,...,1 —1,[.
Resenja su tzv. asocirani Lezandrovi polinomi dati sa

P(a) = (~1)"(1~ 2" <) (6.5.61)

Ova formula vazi i za negativne vrednosti m. Moze se pokazati da je

(=m)!

P (x) = (—1)mmpz (x) . (6.5.62)
Sferni harmonici su
2041 (L —m)! _ . im
Yin (0, p) = \/ ym El —|—m§!Pl (cos@)e'™? . (6.5.63)

Oni ¢ine skup ortonormiranih funkcija na intervalu 0 < p <27, 0 <6 <7

/ dQO/ sin QdHY )Y’m’ (9, QO) = 5ll’5mm’ . (6564)
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Sferni harmonici zadovoljavaju sledece relacije kompletnosti

o0 l
Z Z Yir (0,0 ) Yin(0,0) = 6(p — ¢ )d(cos @ — cos ) . (6.5.65)

=0 m=—1

Prvih nekoliko sfernih harmonika su

1
YVog — ——
00 47
3
Y1 = —4/ —sinfe*¥
s
Yio = 1/ = cosd (6.5.66)
10 = 47TCOS . 0.

Osobine sfernih harmonika su sumirane u dodatku C. Dakle, opste resenje Laplasove jednacine
je

o(r,0,¢) = Z Z (Almr + 1+1)Y 0,¢), (6.5.67)

=0 m=-1
gde se konstante A, i By, odredjuju iz grani¢nih uslova.

Primer 3. Dielektricna kugla poluprecnika R napravljena je od materijala sa stalnom po-
larizacijom P. Nadi elektri¢no polje u svakoj tacki prostora.
Resenje: Uze¢emo da je polarizacija usmerena duz z—ose, tj. P = Pes kao na slici 6.5. Unutar
kugle potencijal je

= Apr'P(cosh) (6.5.68)
=0

a van kugle

Z (cosb) . (6.5.69)
1=0
Neprekidnost potencijala

¢1(r = R) = ¢a2(R) (6.5.70)
daje B, = A\ R**. 1z Py, — Pi,, = Pcos® i Dy, — Dy, = 0 sledi
) [
— =P 0. 6.5.71
Cor ler " o iz o8 ( )

Iz gornjih jednacina uz cos @ = P;(cos ) dobijamo

(b_{ircosé zar < R

3¢ . (6.5.72)
cosf zar>R

P R?
3eq 72

Elektriéno polje se lako dobija

E_ 350 zar < R (6.5.73)
300 r3(2cos<9er+sm9e9) zar>R o
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Slika 6.5: Polarizovana kugla radijusa R i stalne polarizacije P.

6.5.3 Resavanje Laplasove jednacine u cilindricnim koordinatama
Laplasovu jednacinu u cilindriénim koordinatama

2¢ 19 1% 0%
i T A T 5. 74
57 25, T 795 T o =0 (6.5.74)

reSicemo metodom razdvajanja promenljivih. Njeno partikularno resenje ¢emo pretpostaviti u

obliku proizvoda tri funkcije ¢ = R(p)Q(¢)Z(z). Zamenom u Laplasovu jednacinu dobijamo

1R 1 dR 1 d2Q 1d2Z
R e B +—
Rdp?>  pRdp p*Qd¢? 7 dz?

=0, (6.5.75)

Poslednji ¢lan u prethodnoj formuli je funkcija promenljive z, a prva dva su funkcije druge dve
promenljive, p i ¢. Dakle, mora vaziti
d?Z
— —kKZ=0 6.5.76
2 ( )
pd*R  pdR b, o 1d%Q
-+ =—+k ——— =0 6.5.77
Rd2 " Rdp TP T oae ~ Y (6:577)

gde je k konstanta. Jednacina (6.5.77) razdvaja promenljive pa dobijamo

d2

deg 020 =0 (6.5.78)
2R 1dR V2

LA e P \p_ 6.5.79
o oa T ( p2> ( )
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Resenja jednacine (6.5.76), za fiksno k, su Zj, ~ e***. Veé smo ranije rekli da konstanta v
mora biti ceo broj da bi potencijal bio periodi¢an sa periodom 27 po azimutalnom uglu. ReSenja
za funkciju Q(¢) su Q, = Acos(vp) + Bsin(v¢) , gde su A i B konstante. Konstanta & je realna
i pozitivna, pa ¢emo u jednacini (6.5.79) napraviti smenu = = kp. Diferencijalna jednacina

(6.5.79) postaje
R 1dR V2
z&*zaﬁ(?*&)Rzo' (6.5.80)

Jednacina (6.5.80) je Beselova diferencijalna jednacina. U zavisnosti od vrednosti parametra v
razlikujemo sledece slucajeve:

1. Parametar v nije ceo broj. Partikularna resenja u ovom sluc¢aju su Beselove funkcije reda +v.
Ona su data sa

e = () Sy (6.581)

2 j:()j!<'j+y)! 2

T o(z) = (g)i(—_wwg)% (6.5.82)

25— v
Dakle, kada v nije ceo broj, resenje jednacine (6.5.80) je
R(z) = AJ,(x) + BJ_,(x) ,

gde su A i B konstante.
2.Parametar v jeste ceo broj, tj. v = n. U ovom slucaju vazi J_,(z) = (—1)"J,(z), tj. Beselove
funkcije J, i J_, su linearno zavisne. Dakle, kada v € Z treba, pored resenja J,, na¢i drugo
linearno nezavisno resenje jednacine (6.5.80).

Nojmanova funkcija N, (z) (ili Beselova funkcija druge vrste) definisana sa

N, (z) J, cos(vm) — J_,(x) (6.5.83)

sin v

takodje je resenje jednacine (6.5.80). Ako v nije ceo broj onda su J, i N, linearno nezavisna
resenja jednacine (6.5.80). U limesu v — m € Z Beselove funkcije prve i druge vrste su i dalje
linearno nezavisne.

Beselove funkcije tre¢e vrste ili Hankelove funkcije definisane su kao:

HY(z) = J,(z)+iN,(z), (6.5.84)
HP(z) = J,(z) —iN,(z). (6.5.85)

One su takodje linearno nezavisna resenja Beselove diferencijalne jednacine (6.5.80).
Beselove funkcije zadovoljavaju rekurentne veze, koje smo dali u Dodatku D. Kada je argu-
ment funkcije r < 1 vodeéi clanovi u razvoju Beselovih funkcija su:

Jo(x) = F(%H) (g)y (6.5.86)
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Ing+0,5772+...), v=0

2

N, " P v 6.5.87
- { Ty v #0 (0557

Sa druge strane za veliku vrednost argumenta x > 1 imamo:
Jo(@) = | = cos@ — 2T =T (6.5.88)

(x —cos(x — — — =), 5.

T o8 2 4

2 vm o
N, — i —— ——). 6.5.89
(x) — — sin(x 5 4) ( )

Veé iz (6.5.88-6.5.89) je jasno da Beselove funkcije imaju beskona¢no puno nula. Nule Be-

selove funkcije v-tog reda obelezi¢emo sa x,,, n =1,2.... Beselove funkcije .J,(*2£), za fiksno
v, ¢ine ortogonalan skup funkcija na intervalu 0 < p < a,
a 2
| oo (P22) 0 (P22) = Gl P (6.5.90)
0 a a 2
Proizvoljnu funkciju f(p) (0 < p < a) mozemo razviti u Furije-Beselov red:
S p
N A, ( m-) , 6.5.91
F0) = 3 A (1 (6591)
gde je
A 2 /ad £ )J< p) (6.5.92)
vn T To 12 /. PPI\P)Jv \ Ton— | - 0.
CL2J3+1(Z’W) 0 a

Funkciju f(p), neprekidnu na intervalu 0 < p < oo mozemo razloziti u Furije-Beselov integral

f(p) = /000 cxdy (Ap)AdA, (6.5.93)

gde je v proizvoljan ceo broj. Koeficijente ¢, odredjujemo koristeéi relacije ortogonalnosti

o 1
/ J,(Ap)J,(Np)pdp = Xé()\' —A). (6.5.94)
0
Diferencijalna jednacina
d*’R  1dR v?
ek He U (I [ = 5.
dx2+xdq: ( +x2>R 0, (6.5.95)

naziva se modifikovanom Beselovom jednacinom. Njena reSenja su modifikovane Beselove funkcije
I(z)=1"J,(iz)i K,(x) = %iy+1H,£1)(il’>. One su linearno nezavisna resenja jednacine (6.5.95).

Resimo jedan konkretan problem. Odredimo potencijal u unutrasnjosti cilindra radijusa a i
visine L ako su donja osnova cilindra i njegov omota¢ na nultom potencijalu, a gornja osnova
je na konstantnom potencijalu V. U unutrasnjosti cilindra nema naelektrisanja. Postavimo
koordinatni sistem tako da mu je pocetak u centru donje osnove, a z osa je duz ose simetrije
cilindra usmerena ka gornjoj osnovi.
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Resenja za funkcije Q(¢), Z(z) i R(p) su

Q(¢) = Acos(mg)+ Bsin(mo)
Z(z) = Cie™™ 4 Che*
R(p) = CJ,(kp)+ DN,,(kp) . (6.5.96)

Nojmanova funkcija N,,(kp) divergira za p = 0, pa moramo uzeti D = 0. Potencijal donje
osnove cilindra, z = 0,0 < p < a je nula, sto daje uslov Z(0) = 0, odakle je Cy = —C, pa je
Z ~ sinh(kz). Za p = a potencilal je nula sto daje Jy(ka) = 0, odakle je ka = Zyp, n=1,2,. ...
Prema tome opste resenje je superpozicija partikularnih resenja

o= Z Z(Amn sin(me) + By cos(me)) sinh(kz)J,, (x,,;np> , (6.5.97)

m=0 n=1

gde su A, 1 By, konstante. Iz grani¢nog uslova ¢(p, ¢,z = L) = V sledi

V=35 (A, sin(mg) + B, cos(me)) (x"é”p ) , (6.5.98)

m=0 n=1

gde smo uveli nove konstante A/ == A,,,sinh(kL), B! = B,,sinh(kL). Primenom relacija
ortogonalnosti

/2” dgsin(mo) sin(ng) = Tmn ,
0
/27r d¢ cos(mo) cos(ng) = Tomn ,
0
27
/ d¢sin(me) cos(ng) = 0, (6.5.99)
0

dobijamo da je A,,, = By, = 0 za m # 0. Prema tome potencijal je

Ton

)Jo($°”p> . (6.5.100)

a a

¢ =7 Y By, sinh(
n=1
Potencijal ne zavisi od azimutalnog ugla ¢, $to smo i na samom pocetku mogli da pretpostavimo.
Mnozenjem (6.5.100) sa Jo(z.p/a)pdp i integracijom po p od 0 do a dobijamo
4V

By, = i 6.5.101
0 xOnJI (C(]On) sinh(%) ( )

Konaé¢no resenje za potencijal je dato sa

X0 4V sinh(T2) zgp
- AL : 6.5.102
¢ ; TonJ1(Zon) Sinh(zogL) 0( a ) ( )
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Slika 6.6: Provodnik izmedju ploca naelektrisanog kondenzatora.

Slika 6.7: Polje u provodniku je nula, a njegova povrsina je ekvipotecijalna.

6.6 Elektrostaticko polje provodnika

Kada se provodnik unese u elektrostaticko polje onda tanak sloj slobodnih elektrona na povrsini
provodnika generise polje koje unutar provodnika u potpunosti ponistava spoljasnje polje. Ukupno
polje unutar provodnika jednako je nuli. Na slici 6.6 prikazali smo linije elektrostatickog polja
provodnika koji se nalazi u plocastom kondenzatoru. Iz grani¢nih uslova sledi da elekri¢no polje
na povrsini provodnika ima samo normalnu komponentu

E=Zn, (6.6.103)
€0
gde je n ort normale, a o gustina povrsinskog naelektrisanja na povrsini provodnika (slika 6.7).
Povrsina provodnika je ekvipotencijalna povrsina; potencijal provodnika je ¢. Ako u prostoru
izmedju provodnika nema naelektrisanja onda elektrostaticko polje zadovoljava jednacine divE =
0, rotE = 0, odakle sledi da potencijal zadovoljava Laplasovu jednac¢inu

¢ o 0o
(‘3$2+8y2+822 =0.

: e . L 926 9% 92 o - "
Iz Laplasove jednacine je jasno da izvodi %, %, % moraju biti razli¢itog znaka, pa potencijal

u oblasti prostora izmedju provodnika ne moze imati maksimum ili minimum. To znaci da



6.6. ELEKTROSTATICKO POLJE PROVODNIKA 129

Slika 6.8: Sistem nekoliko provodnika.

naelektrisana cCestica ne moze biti u stabilnoj ravnotezi u tom polju jer potencijalna energija
interakcije W = ¢¢ nema minimum. Ovo je tzv. Irnsouova teorema.

Razmotrimo sistem od n provodnika prikazan na slici 6.8. Neka je naelektrisanje 1— tog
provodnika ¢;, (¢ = 1,...,n), a njegov potencijal ¢;. Zamislimo sada da su provodnici naelek-
trisani nekim drugim naelektrisanjima ¢} i da su njihovi potencijali ¢}. Potencijal elektrostatickog
polja u prvoj situaciji obelezi¢emo sa ¢(r), a u drugoj sa ¢'(r). Zapremina V je ceo pros-
tor izuzimajuéi prostor koji zauzimaju sami provodnici. Spoljnja granica ove oblasti 9V je
u beskonacnosti, dok su povrsine provodnika unutrasnja granica ove oblasti. Primenom drugog
Grinovog identiteta imamo

Br(dAd — ' Nop) = V’—’VdS—n Vo — o Vo)dS . .6.104
/Vr<¢ N ]{W(qw $V) Z]iw ¢ — §Vo) (6.6.104)

Povrsina i—tog provodnika je S;. Oba potencijala ¢ i ¢’ zadovoljavaju Laplasovu jednacinu.
Granica dV je u beskonacnosti pa je prvi ¢lan sa desne strane nula. Naelektrisanje i—tog

provodnika je
4i = € 7{
S.

K3

E- IlldSz = —60% ng . Illdsl R (66105)
Si

gde smo sa n; obelezili ort normale i—tog provodnika. Iz drugog Grinovog identiteta sledi

Y adi=> dqor- (6.6.106)
=1 =1

Formula (6.6.106) je Grinova teorema reciprociteta. Uzmimo sada da se naelektrisanje j-tog
provodnika promeni za d¢;, a da naelektrisanja ostalih provodnika ostanu nepromenjena. Poten-
cijali provodnika se promene sa ¢; na ¢, = ¢; + d0¢;. Iz Grinove teoreme reciprociteta (6.6.106)

sledi
¢;(qj + 6q;) + ZQi¢i = Z Gi(¢i + 00;)
i#j i
odakle dobijamo
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gde je Sji = g‘s;. Veli¢ine Sj; su koeficijenti potencijala. 1z (6.6.107) sledi 6¢; = >, S;i0q; odakle
je

00;

oq;

Odavde zakljucujemo da je matrica potencijala simetricna, tj. S;; = Sj;. Invertovanjem relacije
(6.6.107) dobijamo

Sji =

g => Cyo;. (6.6.108)
J

Koeficijent Cj; je kapacitivnost i— tog provodnika, dok su Cj; za i # j uzajamne kapacitivnosti.
Jasno je da je C = S~!. Kapacitivnosti su pozitivne, dok su uzajamne kapacitivnosti nega-
tivne. Ako su svi provodnici sem i—tog uzemljeni onda je njegovova kapacitivnost Cy; = d¢;/d¢;.
Sa porastom potencijala ovog provodnika raste i njegovo naelektrisanje, pa je C; > 0. Sa
druge strane uzmimo da su svi provodnici sem j—tog uzemljeni. Naelektrisanje :—tog provod-
nika je ¢; = Cj;¢,;. Povecanjem potencijala j—tog provodnika, Sto se u ovoj situaciji postize
povecavanjem njegovog naelektrisanja, naelektrisanje drugih provodnika opada zbog indukcionog
efekta. Elektroni sa Zemlje dolaze na te provodnike. To znaci da je C;; < 0 za ¢ # j. Matrica
kapaciteta C' je takodje simetricna. Koeficijenti potencijala i kapaciteta zavise od geometrije
sistema provodnika.

Primer 1. Dve sfere radijusa a i b > a postavljene su koncenticno. Odredite koeficijente Cj;
i kapacitet ovog sistema.
Resenje:

b b b? b
¢ ,012 = —47T€0 a ,022 :471'80 ,02471'80 a
b—a b—a b—a b—a

011 = 47T€0

6.7 Jednoznacnost Laplasove jednacine za sistem provod-
nika

Neka je V oblast prostora izmedju provodnika, kao Sto smo prikazali na slici 6.8. Spoljasnja
granica ove oblasti je V', a unutrasnju granicu ¢ine povrsine provodnika. Potencijal u un-
utrasnjosti provodnika je stalan i jednak potencijalu na njegovoj povrsini, pa oblasti prostora
koje zauzimaju provodnici mozemo iskljuciti. Kao sto smo ve¢ rekli u oblasti prostora izmedju
provodnika potencijal zadovoljava Laplasovu jednac¢inu. Da bi Laplasova jednacina imala jed-
noznaé¢no resenje u oblasti definisanoj u uvodu potrebno je i dovoljno da

1. su na grani¢noj povrsi oblasti V' zadati ili Dirisleovi ili Nojmanovi grani¢ni uslovi;

2. za svaki provodnik znamo ili njegov potencijal ¢; ili njegovo ukupno naelektrisanje g;.
Pretpostavié¢emo da postoje dva resenja ¢’ i ¢” koja zadovoljavaju iste grani¢ne uslove. Njihova
razlika

u:¢1_¢//
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zadovoljava Laplasovu jednacinu
Au=0. (6.7.109)

Ukoliko potencijal na granici 9V zadovoljava Dirisleov grani¢ni uslov onda je vrednost u|sy = 0,
a ukoliko je na granici zadat Nojmanov grani¢ni uslov za potencijal, tada je

@
onlov

Ako je na i-tom provodniku zadat potencijal onda u; = 0, a ako je zadato naelektrisanje onda je
S

Sa n; obelezili smo ort normale :—tog provodnika. Zamenom ¢ = x = w u prvi Grinov identitet
dobijamo

ou
3 2 Au) — _ E Vu-nds; . 77111
/d r((Vu)® 4+ ulu) g U ndS : ]i u;Vu - n;dS; (6.7 )

Drugi sabirak sa leve strane je nula. Prvi sabirak sa desne strane, bilo da su zadati Dirisleovi
bilo Nojmanovi grani¢ni uslovi isCezava, dok drugi sabirak sa desne strane

i Si i Si

je takodje nula. Dakle
/ d*r(Vu)* =0 (6.7.113)
1%

odakle sledi da je u = C', tj. reSenja ¢’ i ¢” se razlikuju do na konstantu, $to je zapravo jedno te
isto fizicko resenje.

6.8 Metod likova

Neka se naelektrisanja ¢; nalaze u prostoru izmedju provodnika. Na provodnicima se indukuju
naelektrisanja. Ova indukovana naelektrisanja zajedno sa naelektrisanjima ¢; generisu elektro-
staticko polje. Metod likova sastoji se u tome da se nadju naelektrisanja-likovi ¢} koji zajedno
sa polaznim naelektrisanjima generisu isto polje u odredjenoj oblasti prostora kao zadata i in-
dukovana naelektrisanja na provodnicima.

Najprostiji primer je tackasto naelektrisanje ¢ koje se nalazi na rastojanju a od beskonacne
provodne uzemljene? ravni. Neaelektrisanje ¢ i indukovana naelektrisanja na provodnoj ravni u
poluprostoru z > 0 generisu polje prikazano na levoj strani slike 6.9. Sa druge strane naelek-
trisanje ¢ i —q generisu polje prikazano na desnoj strani slike 6.9. Ravan z = 0 je ekvipotencijalna
ravan na potencijalu ¢ = 0. U oblasti z > 0 u oba slucaja imamo isto naelektrisanje ¢ i iste

2Uzemljen provodnik je provodnik na nultom potencijalu.
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Slika 6.9: Naelektrisanje u blizini ravnog provodnika.

granicne uslove: potencijal je nula za z = 0 i u beskonac¢nosti. Na osnovu teoreme o jedin-
stvenosti resenja Poasonove jednacine sledi da potencijal mora biti isti u oba sluc¢aja. Tako lik
—q zamenjuje naelektrisanja sa provodnika. Potencijal u oblasti z > 0 je

_ 9 1 B 1
Bp 2 0) = (\//ﬂ —— = a)2) . (6.8.114)

Povrsinska gustina naelektrisanja na provodniku se nalazi iz grani¢nog uslova

0¢ q a
— e -t 6.8.115
7 R 27 (a? 4 p?)3/2 ( )
Ukupno indukovano naelektrisanje na provodniku je
27r/ dppo =—q . (6.8.116)
0

Drugi primer je provodna uzemljena kugla radijusa R i tackasto naelektrisanje ¢ na rastojanju
a > R od centra sfere. Naelektrisanje ¢ indukuje naelektrisanja na povrsini kugle i oni generisu
elektrostaticko polje u prostoru. Da li u ovom sluc¢aju mozemo da nadjemo lik ¢’ naelektrisanja
q? Neka je lik smesten u tacku P’ kao na slici 6.10. Rastojanje OP obelezi¢emo sa a, a OP’ sa
a’. Sferna ekvipotencijlna povrsina je na nultom potencijalu (predpostavljamo da postoji takva
povrs). U tackama na povrsini sfere je

/

1 q q
= =0. 6.8.117
d7eg <P’M + PM> ( )
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Slika 6.10: Naelektrisanje i metalna sfera.

Iz poslednjeg izraza je

2 2 __ /
, \/R +a 2Ra’ cosd (6.8.118)

7= "V R ¥ a2 —2Racosd "
Po pretpostavci ¢/ mora biti konstanta pa izvod podkorene funkcije po uglu 6 je nula. Tako
dobijamo

d(R* +a*) = a(R*+ d?) , (6.8.119)
odakle je
R2
o = — (6.8.120)
a
i R
¢=-—q. (6.8.121)

Dakle, naelektrisanja ¢ i ¢’ generisu polje ¢ija je ekvipotencijalna povrs sfera radijusa R na
nultom potencijalu. Na osnovu teoreme o jedinstvenosti reSenja Poasonove jednacine polje van
ove sfere isto je kao i polje van uzemljene metalne kugle u prisustvu naelektrisanja q.

Primer 1. Odrediti silu kojom naelektrisanje g deluje na kuglu.
Resenje: Rezultat je
q° Ra
d7ey (a® — R?)?

gde je a vektor polozaja tacke P u odnosu na centar sfere.

F =

6.9 Resavanje Poasonove jednacine primenom Grinovih
funkcija
Metod Grinovih funkcija je jedan od standardnih metoda za resavanje diferencijalnih jednacina.

Neka je
D,F = J(x) (6.9.122)
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diferencijalna jednacina. Sa D smo obelezili diferencijalni operator, = je nezavisno promenljiva,
J = J(x) 'nehomegeni deo’ jednacine ili izvor’, a F' je veli¢ina koju zelimo da odredimo. Grinova
funkcija G(x,2’) je resenje jednacine

D,G(z,2") = d0(xz — 2') , (6.9.123)

gde je izvor polja delta funkcija. Dakle, Grinova funkcija je odgovor sistema na jedini¢nu pobudu.
Dirakova delta funkcija je matriéni element jedini¢nog operatora u koordinatnom prostoru, pa iz
poslednjeg izraza sledi da je Grinova funkcija inverzni diferencijalni operator G = D~!. Resenje
nase polazne diferencijalne jednacine je

F(a) = [ de'Gla,) () + Fils) (6.9.124)
gde je Fo(x) resenje homogene jednacine. Da je (6.9.124) doista resenje lako se pokazuje:

D.F = /dx'DxG(a:,x')J(x')—l—Dng

= /dx’é(:r — ") J (")
= J(z) . (6.9.125)

Analizirajmo jedan jednostavan primer: harmonijski oscilator frekvence w. Jednaé¢ina oscilatora
je

(d—2 +w)alt) = J(2) (6.9.126)
= . 9.
Vidimo da je

2,

diferencijalni operator, a J(t) prinudna ’sila’. Odgovarajué¢a Grinova funkcija zadovoljava difer-

encijalnu jednacinu
2

(% + oﬂ)G(t, ) =o(t —t) . (6.9.127)

Resenje jednacine oscilatora je
z(t) = / d2'G(z,2')J (2") + xo(t) . (6.9.128)

Grinova funkcija za Poasonovu jednacinu zadovoljava
NG(r,r") = —4m6® (r — 1) . (6.9.129)

Konstanta —4m sa desne strane jednacine nema neki poseban znacaj. Ovako definisana Grinova
funkcija G(r,r’) je potencijal u tacki r’ od tackastog naelektrisanja 47mey koje se nalazi u r. Na
osnovu Dirak-Grinovog identiteta znamo da je

1

v — 1’|

(6.9.130)
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partikularno resenje (6.9.129). Opste resenje jednacine (6.9.129) je
1

G(r,r') = Fy—y + F(r,r'), (6.9.131)
gde je F' = F(r,r’) reSenje homogene jednacine
AF(r,r')=0. (6.9.132)

Ako stavimo da je x = ¢(r’) i ¢ = G(r,r’) u drugi Grinov identitet (A.0.14) dobijamo

/Vd?’r’(cb(r')A/G(r,r’) - G(r,r’)A/¢(r')> :]{

ov

(¢V’G(r, r') — G(r, r’)v’¢) ds’ . (6.9.133)

Primenom (6.9.129) dolazimo do

o(r) = 47ieo/vG(r,r) (r )d?’r’+41ﬂ]{ (G(r,r’)v’¢—¢V’G(r,r’))ds’, (6.9.134)
odnosno

gde je n’ ort grani¢ne povrsine. Ako nadjemo Grinovu funkciju onda primenom gornje formule
odredjujemo potencijal. Potencijal ima dva sabirka. U prvom figuriSe Grinova funkcija, a drugi
sabirak je povrsinski ¢lan. U njemu su prisutni potencijal, Grinova funkcija i njihovi izvodi u
pravcu normale na granici.

Homogen deo F' Grinove funkcije je proizvoljan, pa ona nije jednoznac¢no odredjena. Zbog
toga mozemo, nezavisno od potencijala, nametnuti odredjene grani¢ne uslove na Grinovu funkciju.
Najcesce se koriste Dirisleova i Nojmanova Grinova funkcija. DiriSleov graniéni uslov za Grinovu
finkciju je

Go(r,r))| =0, (6.9.136)
r'eS
a (6.9.135) postaje
1 0Gp
r')dr — — ' ds’ . 6.9.137
o(r) 47T€0/GDI'I‘ e 8V¢(r)an/ S (6.9.137)

Dirisleova Grinova funkcija je simetriéna na zamenu argumenata r i r’, tj.
Gp(r,r’) = Gp(r',r) . (6.9.138)

Da biste ovo pokazali primenite drugi Grinovog identitet

/ Ey(bLb — bA) = 74 (6V — VS (6.9.139)
Vv oV
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sa
¢ =Gn(r,y), ¥ =0Go(ry). (6.9.140)
Pri nametanju Nojmanovog grani¢nog uslova moramo biti oprezni. Naime izbor
JGx(r, ")
a7 =0 6.9.141
on’ r’'eS ( )

je nekonzistentan sa (6.9.129). Integraljenjem (6.9.129) po oblasti V' dobijamo
/ d*r'A'G(r,r') = —4n (6.9.142)

odnosno, primenom Gausove teoreme

oG
j{dS’— = —4m . (6.9.143)
S an’
Sad je jasno da izvod Grinove funkcije u pravcu normale na grani¢noj povrsi ne moze biti nula.
Zato se za Nojmanov granic¢ni uslov uzima

JGx(r,r’) Am
_— = —— 6.9.144
on/ r'eS S’ ( )
pa je
1 1 [ 0¢(r')
= G Np(r")d®r’ —7{ GndS' 6.9.145
o) = o [ Gatrar o) + = § ST Gas + (o). (6.9.145)
gde je
1
()= 5 ]{ dS¢ (6.9.146)
srednja vrednost potencijala na grani¢noj povrsini.
Primer 1. Sfera radijusa b, nalazi se na nultom potencijalu. Unutar sfere postavljen

je prsten poluprecnika a. Centar prstena se poklapa sa centrom sfere. Prsten je ravnomerno
naelektrisan naelektrisanjem (). Odrediti Dirisleovu Grinovu funkciju i na osnovu nje odrediti
potencijal unutar sfere.

Resenje: Grinova funkcija je data sa (6.9.131). Neka Grinova funkcija zadovoljava Dirisleov
grani¢ni uslov. Funkcija F(r,r’) u (6.9.131) se odredjuje primenom metoda likova. Rezultat je

1 b/r

REEEEE

Gp(r,r’) (6.9.147)

Ako sa r-(r~) obelezimo manju odnosno veéu vrednost izmedju r i a, onda primenom (C.0.27)
imamo

0 11

l

1 rt rir’ .

Gp(rr) =4r ) Y o <r§1 - bm)ylm(e/,gp')y,m(e,@) , (6.9.148)
=0 m=-1
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gde su 0" i ¢’ sferne koordinate vektora r’, a 6 i ¢ sferne koordinate vektora r. Grinova funkcija
(6.9.148) je data u obliku razvoja po sfernim koordinatama. Ovaj oblik Grinove funkcije je
komplikovaniji od (6.9.147), ali je pogodniji za integraciju, tj. za nalazenje potencijala. Gen-
eralno razvoj Grinove funkcije u sfernim koordinatama dat je u [1], poglavlje 3.10. Gustina
naelektrisanja prstena je 0

2ma?

p(r) = o(r' —a)d(cost') .

Povrsinski ¢lan u izrazu (6.9.137) je jednak nuli, jer je potencijal sfere jednak nuli. Prema tome
imamo

or) = — / &G, r')p(r')

4dmeq
Q - l 1 ’ ! 12 " / o / /
= — [ d dé’ si 0’/ d¢'6(r" — a)d(cos @
e ZIQM/O o [Carsing [ a5 - aieose)
x (ﬁ_bml) (0, 9) . (6.9.149)

Integracija po ¢’ anulira ¢lanove m # 0. Preostale dve integracija daju

rlal
= Ine Z ( o b2z+1>Pl(O)Pl(COS 0) . (6.9.150)

Primenom (C.0.8) dobijamo

2! 2l
Meo > 221)(1(,) k a2’<r2}+1 — gt ) Pu(cos®), a<r<b

D't o (1 a2! (6.9.151)
47r50 Zl =0 22l(l|)2 Q2+ T b4z+1 PQZ(COS 9)7 r<a

o=

6.10 Energijski odnosi u elektrostatickom polju

Na osnovu Pointingove teoreme energija elektrostatickog polja u vakuumu u oblasti V' data je
sa

E2
W — / g (6.10.152)
v 2
Primenom E = —V¢ i vektorskog identiteta (A.0.4), energija polja se transformise prema
W o= -2 [ &E.- Ve
2 Jy

- -2 @ (aiv(¢E) - odivE)

1
= —E—Oj{ng -dS + —/ d*rpo . (6.10.153)
2 S 2 14
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dq

dq’

=
)

Slika 6.11: Sopstvena energija.

Potpuno polje u konacnoj oblasti prostora je polje koje je jednako nuli na granici ove konac¢ne
oblasti. Ako je oblast prostora beskonacna, tj. V = R? za polje ¢emo reéi da je potpuno ako
na velikim rastojanjima opada bar kao 1/r%. Na velikim rastojanjima potencijal takvog polja se
ponasa kao 1/r, ili brze opada u nulu. Ukoliko je polje potpuno povrsinski ¢lan u (6.10.153) je
jednak nuli, pa je energija elektrostatickog polja

1
W = —/ d*rpg . (6.10.154)
2 \%

U prethodnom izrazu se integrali u oblasti u kojoj je zapreminska gustina naelektrisanja nenulta.
Energiju polja mozemo, koristeci izraz za potencijal, da prepiéemo u slede¢em obliku

PP 45, g5, 10.1
247‘(’60// |r—r’| (6.10.155)

Podintegralni izraz u gornjoj formuli je energija interakcije naelektrisanja p(r)d3r i p(r’)d®r’
koji su u tackama r odnosno r’, kao sto je prikazano na slici 6.11. Faktor 1/2 je prisutan u
izrazu (6.10.155) jer se doprinos energiji od svakog para elementarnih naelektrisanja ra¢una dva
puta. Energija (6.10.155) je sopstvena energija zapreminske raspodele naelektrisanja p = p(r).
Neka elektricno polje generisu dve raspodele naelektrisanja p; i po. Ukupno elektriéno polje je
E(r) = E{(r) + E(r), gde su E;(r) i E5(r) polja koja generisu ove dve raspodele. Energija polja
je data sa

W=— /d3 E? + /d3rE +eo/ d*rE; - E, . (6.10.156)
2 Vv 2 v 14

Prva dva ¢lana predstavlju sopstvene energije prve, odnosno druge raspodele naelektrisanja, dok
je poslednji sabirak energija interakcije ove dva raspodele. Ako zamenimo E; = —V ¢, u izraz
za energiju interakcije

Wine = €0 / d*rE; - Ey , (6.10.157)
\%

dobi¢emo
Wi = / &rp1 (£)a(r) | (6.10.158)
\%1
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Slika 6.12: Energija interakcije.

Analogno, zamenom E; = —V¢; dolazi se do
Win = | oo (6.10.159)
Va

Jasno je da su izrazi (6.10.158) i (6.10.159) jednaki. Zamenom izraza za potencijal koji potice
od druge raspodele naelektrisanja u (6.10.158) dobijamo

Wins = / / Pr)Pa(rs) g5, gy (6.10.160)
drey Jv, Jv, ]rl—r2]

U izrazima za energiju interakcije dve raspodele naelektrisanja nema faktora 1/2, jer se energija
interakcija svakog para uracunava jedanput.

Odredimo potencijalnu energiju interakcije sistema (nepokretnih) naelektrisanih cestica sa
spoljasnjim poljem ¢(r). Ovo polje generisu neka druga naelektrisanja. Zamenom izraza za
zapreminsku gustinu naelektrisanja

p(r) = qad®(r —r,) (6.10.161)
u izraz za energiju interakcije, dobija se

Wine = /d%z P (r = 10)(r) =D atp(ra) - (6.10.162)

Sopstvena potencijalna energija sistema naelektrisanih cCestica je

1 N
W o= 5D dada
a=1

11 o
— = a6 (6.10.163)
2 dreq = v, — 1l
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gde smo divergentne ¢lanove o« = [ u gornjoj sumi izostavili. Sopstvena energija tackastog
naelektrisanja
1 g> [ dr
a 47]'60 2 0 7’2

(6.10.164)

je beskonaéna zbog ponasanja podintegralnog izraza u donjoj granici integracije 3. Pojava ne-
fizicke beskonacnosti ukazuje da na malim rastojanjima klasicna elektrodinamika prestaje da
vazi. Ako je naelektrisanje kuglice radijusa a jednako ¢, elektrostaticka energija ima oblik

1 ¢
dmeg a

W =k

(6.10.165)

gde je k koeficijent reda jedinice. Koeficijent k zavisi od konkretne raspodele naelektrisanja
unutar kuglice. Ako ovu energiju izjedna¢imo sa mc?, gde je m masa elektrona dobijamo

q2

a=—-—-.
4megmc?

(6.10.166)
Za elektron a je reda veli¢ine 10~ m i naziva se klasi¢nim radijusom elektrona. Na ovom ras-
tojanju klasi¢na elektrodinamika prestaje da vazi. Ovaj rezultat smo dobili iz same klasi¢ne
elektrodinamike. Medjutim, u okviru kvantne elektrodinamike dobija se da klasi¢éna elektrodi-
namika prestaje da vazi joS na rastojanjima reda Komptonove talasne duzini elektrona

h
Ae = — ~10"%m . (6.10.167)
mc

Neka spoljasnje elektrostaticko polje generisu naelektrisanja koja su na velikom rastojanju
od oblasti prostora koju zauzima neka raspodela nealektrisanja p(r). Unutar ove oblasti izmena
potencijala spoljasnjnjeg polja ¢(r) je mala. Zbog toga potencijal mozemo razviti u stepeni red
oko pola koordinatnog sistema koji se nalazi unutar ove raspodele i zadrzati samo prvih nekoliko
¢lanova. Energija interakcije spoljneg polja sa naelektrisanjima p(r) je onda

W = [ oo [ Prp(r) [6(0) + 2 ”

%

= Qp(0)—p-E(0) +... . (6.10.168)

0+...]

Prvi ¢lan predstavlja energiju interakcije ukupnog naelektrisanja sistema koje se nalazi u koor-
dinatnom pocetku sa spoljnjim poljem. Naredni ¢lan je dipolna interakcija. Vise ¢lanove nismo
pisali. Iz ovog izraza vidimo da je energija interakcija stalnog dipola momenta p sa spoljasnjim
poljem data sa

W=-p-E. (6.10.169)

Sliéno, silu kojom spoljasnje polje deluje na naelektrisanje opisano raspodelom naelektrisanja
p(r) mozemo razviti po multipolima:

OE
F = rpE = [ & E :
/Vd rp /Vd rp(r)[ (O)—i—xlami ;

= QE(0)+ (p-V)E©0) +... . (6.10.170)

+]

3Ako bi donje granica integracije bila € integral se ponasa kao 1/e.
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Prvi ¢lan u (6.10.170) je monopolni, a sledeé¢i dipolni. Elektrostaticka sila je konzervativna, jer
je
F=—-VW, . (6.10.171)

Sila kojom spoljnje elektrostaticko polje deluje na dipol je
F=(p-V)E. (6.10.172)

Moment sile kojom spoljnje polje deluje na sistem naelektrisanja koji miruju je
M = / dPrr x pE=p xE(0) +.... (6.10.173)
1%

Nadjimo sada elektrostaticku potencijalnu energiju sistema od N naelektrisanih provodnika.
Naelektrisanje na :—tom provodniku obelezi¢emo sa ¢;, a potencijal sa ¢;. Uzeéemo da je oblast
V' oblast prostora izmedju provodnika. Granica ove oblasti je unija spoljasnje granice S koja je
u beskonacnosti i same povrsine provodnika. Povrsina i—tog provodnika je S;. Energija polja je

W o= -2 [ $E. Ve
2 \%

= =2 [ &r(div(¢B) - odivE) . (6.10.174)
2 Jv

Primeno Gausove teoreme imamo
€0 €0
W=—— E.-dS + — E -dS. 6.10.175
Y § oE-as+ g > fé 0 (6.10.175)

Povrsinski integral po povrsini S je jednak nuli jer se podintegralna funkcija ponasa bar kao
1/r. Medjutim drugi sabirak, u kojem integralimo po povrsinama provodnika, nije jednak nuli.
Primenom Gausove teoreme u elektrostatici dobijamo

1 1
W = 560;@ ]i E-dS = Zi:(bi% : (6.10.176)

Formulu za potencijalnu energiju mozemo prepisati preko koeficijenata potencijala, odnosno
kapaciteta na slede¢i nacin:

1 1
W=25 Ciybidy =5 Sidit; - (6.10.177)
4, i,j

Vidimo da je energija bilinearna forma pa naelektrisanjima provodnika. Energija sistema provod-
nika je pozitivna, jer smo krenuli od izraza koji je kvadratan po jacini polja. Kvadratna forma
(6.10.177) je pozitivna, ako vaze slededi uslovi

CZ'Z'C]'J' > CZZJ .
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Primer 1. Kugla radijusa R, naelektrisana je gustinom naelektrisanja p = Kr", gde su
K i n pozitivne konstante. Oblast prostora van kugle je ispunjena provodnikom. Naéi energiju
elektricnog polja preko polja i preko potencijala.
Resenje: U oblasti prostora van kugle polje je nula. Unutar kugle polje ima oblik E = E(r)e,,
pa primenom Gausove teoreme dobijamo

B K
N €0 (n + 3)
Potencijal polja se najlakse dobija iz E = —V¢. Rezultat je

K n+2
¢ = {_60(n+3)<n+2)7" , T<AR

K n+2
——60(n+3)(n+2)R , r>R.

r"tle, .

Naelektrisanja na povrsini kugle se dobijaju iz grani¢nog uslova:

K

o=—F(R)= —mR"+1 :
Energija polja se moze odrediti primenom (6.10.152). Rezultat je
_ 2K 2n+5
eo(n +3)%(2n +5)
Isti rezultat dobijamo i primenom formule
W:%/ﬁ%m+%/¢%¢. (6.10.178)

Primer 2. Neka dipolni moment dipola zavisi od spoljasnjeg elektri¢nog polja p = p(E).
Pokazati da je energija ovakvog dipola u spoljnjem elektricnom polju data sa

W:—/p-dE.

Resenje: Sila kojom elektri¢no polje deluje na dipol je F = (p - V)E, pa je

E.
W:—/F-dr:—/pi%dxj.

Sila je konzervativna, pa integral ne zavisi od putanje po kojoj integralimo. Izaberimo da je

putanja xr—osa. Tada je
0F, 0F; 0F,
w=-[( )
/ D1 9z, + p2 92y +DPs3 0 1

1z rotE = 0 sledi
8E1 8E2 aEl aEg

6172 81’1 ’ 81‘3 8901 '

Zamenom u izraz za potencijalnu energiju dobijamo

W:—/p-dE.




Glava 7

Dielektrici u konstantnom elektricnom
polju

U ovoj glavi se razmatra elektrostaticko polje u dielektricnim sredinama. Posebna paznja
posvec¢ena je mehanizmima polarizovanja sredine. U zadnjem poglavlju na¢i ¢emo silu koja
deluje na dielektrik.

7.1 Osnovne veli¢ine

Pod dejstvom spoljasnjeg elektrostatickog polja dielektrici se polarizuju, sto znaci da je polar-
izacija dielektrika P(r) razli¢ita od nule. Polarizacija u vakuumu je jednaka nuli. D—vektor
je

D=¢E+P, (7.1.1)

gde je E makroskopsko polje u dielektriku. Ono je dobijeno usrednjavanjem mikroskopskog
polja, E = (e(r)). Kako je D = ¢o€E, gde je € tenzor elektricne propustljivosti sredine to je

P= €0<€ - 1)E = EO)A(BE s (712)

gde je Y. = € — 1 tenzor elektricne susceptibilnosti dielektrika.

7.2 Klauzijus-Mosotijeva relacija

Makroskopsko polje u sredini, E dobijeno je usrednjavanjem mikroskopskog elektricnog polja
po zapremini mnogo vec¢oj od zapremine samog molekula. Ta zapremina je makroskopski
mala a mikroskopski velika. Efektivno polje koje deluje na uoceni molekul dielektri¢ne sre-
dine obelezi¢emo sa E’ i ono se u opstem slucaju ne poklapa sa makroskopskim poljem. Polje
E’ potice od spoljnjeg polja i polja molekula sredine isklju¢ujucéi uoc¢eni molekul. Za razredjene
sredine je E' &~ E. Medjutim kod te¢nosti i évrstih tela molekuli su gusto pakovan, pa je efek-
tivno polje razlicito od makroskopskog polja. Neka je R poluprecnik sfere ¢iji se centar poklapa
sa uocenim molekulom. Unutar sfere nalazi se veliki broj molekula, ali je taj broj mnogo manji
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od ukupnog broja molekula dielektrika. Polje E’ ¢emo napisati u obliku E' = E + E;, gde je E;
korekcija polja. Polje E; je E; = Eqomi — Ep, gde je Eqomi polje u centru sfere koje potice od
molekula iz sfere ne racunajuci uoc¢eni molekul. Polje Ep je makroskopsko polje unutar kugle
radijusa R ¢ija je polarizacija P skoro konstantna. U Primeru 3 u poglavlju 6.5.2 pokazali smo
da je ovo polje dato sa Ep = —%. Dakle, da bismo nasli polje E’ treba da od makroskopskog
polja E oduzmemo polje Ep i dodamo polje okolnih melekula. U veéini slucajeva, iz simetrijskih
razloga Egom = 0. Dakle, efektivno polje koje deluje na molekul je

P
E=E+ —. 7.2.3
3 (7.2.3)
Elektri¢ni dipolni moment molekula je funkcija polja E’. Razviéemo dipolni moment molekula

u red oko nultog polja:

/ |
p(E") = p(0) + OF] OEi + ..., (7.2.4)
odnosno po komponentama
p; =p;(0)+ €SBl + ..., (7.2.5)
gde je B;; = %% . tenzor polarizabilnosti molekula. Dakle, elektri¢ni dipolni moment molekula
je
p=po+elE +.... (7.2.6)

Prvi ¢lan je sopstveni dipolni moment molekula. Molekuli koji imaju sopstveni dipolni moment
razli¢it od nule su polarni molekuli (npr. H.O, HCI). Za nepolarne molekule je py = 0.
Nepolarni molekuli su Oy, Hy, C'Hy4. Tenzor polarizabilnosti molekula je mikroskopski, dok je
tenzor susceptibilnosti makroskopski parametar.

Uze¢emo da su molekuli sredine nepolarni i da je polarizabilnost molekula § skalar. Polar-
izacija je

P = n(p) = neSE | (7.2.7)

gde je m broj molekula po jedinici zapremine (koncentracija molekula). Zamenom (7.2.3) u
prethodni izraz dolazimo do

P
P = ney3 <E + 3—€0> , (7.2.8)

odakle je
P = "ﬁnﬁE (7.2.9)

Sredina je linearna i dielektricna susceptibilnost je

nB
nB
1=

Xe = (7.2.10)
Odavde je
e—1 nf  NapB
e+2 3 3M
gde je N4 Avogadrov broj, p masena gustina, M molska masa. Poslednja relacija je Klauzijus-
Mosotijeva relacija. Ona se dobro slaze sa eksperimentalnim podacima za razredjene supstance,
kao Sto su gasovi. Za tecnosti i gasova postoje odstupanja od ove formule.

(7.2.11)
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7.3 Modeli polarizovanja dielektrika

Postoje dva mehanizma polarizovanja sredine. Jedan je tzv. orjentaciono polarizovanje, a drugi
deformaciono. Pod dejstvom polja doé¢i ce do preraspodele naelektrisanja molekula, sto uzrokuju
indukovanje dipolnog momenta molekula. Ovaj mehanizam polarizovanja sredine je deforma-
cioni. Sa druge strane spoljasnje polje tezi da molekule, koji su mali dipoli, orjentise u smeru
polja. Termalno kretanje molekula se suprostavlja teznji spoljasnjeg polja da orjentise dipole.
Ovaj mehanizam je orjentaciono polarizovanje. Kod polarnih molekula sopstveni moment je
mnogo ve¢i od indukovanog, pa je za njih karakteristicno orjentaciono polarizovanje. Sa druge
strane za nepolarne molekule dominatno je indukovanje dipolnog momenta, tj. deformaciono
polarizovanje.

Analizirajmo prvo orjentaciono polarizovanje. Ono je zasnovano na teoriji koja poti¢e od
Lanzvena. Razmatrajmo izotropan dielektrik. Energija interakcije molekula sa spoljnjim poljem
je U = —po - E, gde je pg sopstveni dipolni moment molekula. Indukovani dipolni moment je
zanemarljiv. Dipol-dipol interakcija izmedju molekula je takodje zanemarljiva. Uze¢emo da je
spoljnje polje duz z—ose, E = Fes. Orjentacija molekula je data sa dve generalisane koordinate
01i¢.

Srednja vrednost dipolnog momenta molekula je odredjena, po Bolcmanovoj raspodeli, sa

T2 poe ™ sin 0d0d¢
<p> = T p2m PoEcosO | (7312)
fo fo e~ #r  sinfdfde
Uveséemo oznaku a = ’%. Integral u brojiocu izraza (7.3.12) je
s 2m
Ii = po / / sin #dAde(sin @ cos ge; + sin A sin ge, + cos fes)e<?
o Jo
= 27Tp063/ df sin 0 cos Ge® «°s¢
0
d " : acosf
= 2mpoes— ( df sin fe )
da \ J,
S SR Gl Ll Gl (7.3.13)
a
Srednja vrednost dipolnog momenta je
e*+e* 1
= _— - 7.3.14
) =po( s — < )es. (7.3.14)
odnosno
(P) = poL(a)es , (7.3.15)
gde je
1
L(a) = cotha — — (7.3.16)

a
Lanzvenova funkcija. Lanzvenova funkcija je nacrtana na slici 7.1. Ova funkcija je rastuca, ima
horizontalnu asimptotu, y = 1. Tangenta na funkciju u tacki (0,0) je y = z/3. Na sobnoj
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Slika 7.1: Lanzvenova funkcija.

temperaturi 7' = 300K je kT =~ 0,025¢V. Red veli¢ine dipolnog momenta je p ~ 10~ %em. Za
polja koja su mnogo manja od 105Vem ™!, veli¢ina a = 2£ < 1 je mala. Dakle, za slaba polja
odnosno visoke temperature je L(a) ~ a/3, pa veza izmedju polja i dipolnog momenta postaje

linearna

0
=——E. 7.3.17
(b) = L (73.17)
Polarizacija dielektrika je
P =n(p) Wik (7.3.18)
=n = 3.
ST
odakle je relativna elektricna propustljivost
2
np;
=1 . 7.3.19
‘ + 360]€T ( )

Sa porastom temperature elektricna propustljivost opada.

Sada ¢emo analizirati deformaciono polarizovanje. Primeni¢emo Lorencovu elektronsku te-
oriju. Smatracemo da su elektroni elasticno vezani za jezgro (tzv. oscilatorni model atoma).
Elektron indeksa s osciluje sa sopstvenom frekvencom w;. Jednacina kretanja elektrona unutar
molekula je

miy = —mwir, — ek | (7.3.20)

gde je E spoljnje polje. U elektrostatickom polju elektroni se nalaze u ravnotezi. Ravnotezni

polozaj elektrona je odredjen sa
cE
s = — . 7.3.21
I'o mw? ( )

Elektriéni dipolni moment molekula je prema tome

9 Z

e 1
= — —E 7.3.22
P m s=1 wg 7 ( )
odakle je polarizabilnost molekula data sa
9 Z
e 1
= — — . 7.3.23
b €om w2 ( )
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Polarizabilnost atoma odnosno molekula ima dimenzije zapremine, pa je ona reda veli¢ine za-
premine atoma, odnosno molekula 3 ~ a® ~ 107*m3. Kako je koncentracija molekula gasa
n ~ 10%m~3 to je susceptibilnost gasova . = n3 ~ 10~*. Elektri¢na propustljivost vazduha je

1,00054. Za évrsta i tecna tela n ~ 102m~=3 pa je susceptibilnost reda 1.

7.4 Sila i energija

Na osnovu Pointingove teoreme promena energije statickog elektricnog polja u dielektriku je
data sa

SW = / d*rE- 6D, (7.4.24)

gde je 6D mala promena D—vektora. Da bismo odredili energiju polja u dielektriku moramo
precizirati vezu izmedju vektora D i elektricnog polja. Za linearne dielektrike, ova veza je data
sa D = ¢yeE, pa je energija elektrostatickog polja

1
W = —/ &rD-E . (7.4.25)
2 Jy
Nasa dalja analiza se odnosi na linearne dielektrike. Primenom E = —V¢ i Gausove teoreme
imamo
1
W = ——/d3rD-V¢
2 Jv
1 1
= —= / d*rdiv(¢D) + = / d*rodivD . (7.4.26)
2 )y 2 )y

Ako polja na velikim rastojanjima teze nuli bar kao 1/r2, povrsinski integral je jednak nuli, pa
je energija polja u dielektriku

1
W == / crop . (7.4.27)
2 \%

U poslednjoj formuli p je gustina slobodnih i spolja unetih naelektrisanja u sredinu. Da ponovimo
jos jednom da bi p # 0 nije dovoljno da u sredini postoje slobodna naelektrisanja, ve¢ ona moraju
biti u visku ili u manjku.

Sila kojom elektricno polje deluje na dielektrik naziva se ponderomotornom silom. Da bismo
je odredili primeni¢imo metod virtuelnih pomeranja, tj. varijacioni racun. Neka se pri virtuelnom
pomeranju delié¢ sredine iz tacke r infinitezimalno pomeri u tacku r 4 dr. Veli¢ina or = dr(r) se
naziva virtuelnim pomeranjem. Virtuelno pomeranje zavisi od r, tj. razli¢iti deli¢i dielektrika se
virtuelno pomeraju za razlicite iznose. Ova promena uzrokuje promenu svih veli¢ina: elektricne
propustljivosti, potencijala polja, gustine naelektrisanja, gustine mase supstance i drugih. Pri
virtuelnom pomeranju gustina naelektrisanja se promeni prema p(r) — p'(r + or).

Elementarno mala zapremina dielektrika dV' pri virtuelnom pomeranju prelazi u zapreminu
dV’. Infinitezimalno malu zapreminu dV’ mozemo izraziti u starim koordinatama dV’ = |J|dV/,

gde je Jakobijan dat sa
d(0x;)
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Primenom formule det M = "™ dobijamo

4 9(8=) | 20z
J = 6trln (5U+ ow; ) _ et ( oz, )
— 14 20

= 1+div(dr) . (7.4.29)

U prethodnom izvodjenju koristili smo ¢injenicu da su varijacije dx; infinitezimalno male. Dakle

dV' = (1 4 div(dr))dV . (7.4.30)
Zakon odrzanja naelektrisanja
P (r 4+ or)dV’ = p(r)dV (7.4.31)
daje
p'(r") = (1 —div(or))p(r) . (7.4.32)
Veli¢ina
drp(r) = p'(r + or) — p(r) (7.4.33)

predstavlja razliku gustine naelektrisanja nakon virtuelnog pomeranja dielektrika u novoj tacki
r + Jr i gustine naelektrisanja u polaznoj tacki r. Ova velic¢ina se naziva totalnom varijacijom
gustine naelektrisanja. Dobijamo

drp(r) = —pdiv(or) . (7.4.34)

Promena
dp(r) = p'(r) = p(r) (7.4.35)
se naziva varijacijom forme gustine naelektrisanja ili lokalnom varijacijom. Lako se vidi da je
orp(r) = p'(r+dr)—p(r)
p'(r) +or - p(r) = p(r)
= Jp(r)+dor-yp(r) . (7.4.36)

Ovo je veza izmedju varijacije forme i totalne varijacije. Lokalna promena gustine naelektrisanja
je

dp = —div(pdr) . (7.4.37)

Potpuno analogno se nalaze totalna i lokalna varijacija gustine mase supstance

Orpm(r) = —pprdiv(dr)
Opm = —div(p,dr) . (7.4.38)

Enerija polja u dielektriku moze da se napiSe na dva ekvivalentna nacina: Prvi je

1
W = 3 / &rD - E | (7.4.39)
\%
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a drugi
1
wW" == / Erop . (7.4.40)
2 Jy
Varira¢emo oba izraza za energiju polja. Variranjem prvog dobijamo
1
W' = —5/ dPrege(70)?
2 Jv
1 3 2
= 5/ r(eoae(w) +2606(ng)-(5(v¢)> . (7.4.41)
v

Koriséenjem D = —€pe 7 ¢ 1
div(Dd¢) = pop + D - 7o

imamo

W' = %/Vd?’r(eoée(V(bf —-2D- V(5¢)

1
= —/ d3r<6056E2 —|—2p5¢> —7{ dS -Dod¢ .
2 Jy oV
Povrsinski integral u zadnjem izrazu je jednak nuli, pa je
/ 1 3 2
W' =-1[4d r(eoéeE +2,05gb> : (7.4.42)
2 Jv

Sa druge strane variranjem drugog izaraza za energiju polja imamo
SW" = % /v &3r (p5¢ + ¢5p> . (7.4.43)
Kombinujuéi ova dva izraza imamo
SW = 26W" — §W' = /V &3r <¢5p - %EOE%G) . (7.4.44)

Kod gasova i tecnosti dielektri¢na propustljivost je funkcija gustine supstance, € = €(p,,(r)).
Totalna varijacija dielektricne propustljivosti uslovljena je promenom gustine supstance, tj.

dre = e(p,(r")) — e(pm(r)) = %%pm( ) = —%pmdiv(ér) . (7.4.45)

Zamenom (7.4.37) i (7.4.45) u (7.4.44) dobijamo

Oe 1
3 _ = 2 2 .
SW = / &r( = pE V(eoE P apm) +5E vg) or (7.4.46)

Zapreminska gustina sile, f koja deluje na dielektrik se dobija iz

oW = — / d®rf - or . (7.4.47)
Vv
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Prema tome, sila koja deluje na dielektrik je

. /V &3 (,oE - %eOEQVe + %V(EOEme%>) . (7.4.48)
Prvi ¢lan u (7.4.48) je sila koja deluje na spolja uneta naelektrisanja u dielektriku. Drugi ¢lan
je posledica nehomogenosti dielektricne konstante. Poslednji ¢lan je tzv. elektrostrikcioni ¢lan.
On je posledica nehomogenosti elektricnog polja. U njemu se pojavljuje zavisnost propustljivosti
od gustine dielektrika. Ovaj ¢lan posle integracije po kona¢noj oblasti je jednak nuli. Prva dva
¢lana se mogu prepisati preko Maksvelovog tenzora napona.
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Magnetostaticko polje u vakuumu

Osnovne zakone magnetostatike smo izlozili u poglavlju 2.2, tako da je ova glava nastavak tog
poglavlja. Vektorski potencijal magnetostatickog polja zadovoljava Poasonovu jednacinu. Sve
osobine Poasonove i Laplasove jednacine diskutovane u glavi 6 vaze i za magnetostaticko polje.
Najveci deo ove glave posvecen je energetskim odnosima u magnetostatickom polju.

8.1 Osnovne jednacine

Magnetostaticko polje generisu naelektrisanja u stacionarnom kretanju. Gustine naelektrisanja
i struje kod stacionarnog kretanja ne zavise od vremena: p = p(r), j = j(r) i vazi divj =
0. Maksvelove jednacine za magnetno polje su u ovom sluc¢aju dekuplovane od jednacina za
elektricno polje. Magnetostaticko polje zadovoljava

divB = 0
rotB = poj. (8.1.1)

Magnetostaticko polje je solenoidno pa ga mozemo predstaviti u obliku B = rotA. Iz iden-
titeta rotgrad = 0 zakljucujemo da je vektorski potencijal nejednoznacan, tj. mozemo mu dodati

gradijent neke funkcije
A—A—-Vf(r). (8.1.2)

Ova nejednoznacnost je specijalan slucaj gradijentnih transformacija. Zamenom B = rotA u
Amperovu teoremu (8.1.1) dobijamo

VdivA — AA = g - (8.1.3)
U Kulonovoj kalibraciji potencijala, divA = 0 ova jednacina postaje

sto je vektorska Poasonova jednacina koju smo detaljno analizirali u prethodnim poglavljima. Na
povrsinama na kojima postoje povrsinske struje ¢iju gustinu obelezavamo sa i, normalna kom-
ponenta magnetne indukcije i tangencijalna komponenta jacine magnetnog polja zadovoljavaju
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sledece granicne uslove

BQn - Bln =0 )

8.2 Energetski odnosi u magnetostatickom polju

Energija magnetostatickog polja u vakuumu u oblasti V' je

1
W = —/ d3rB? . 8.2.6
210 Jv ( )

Primenom B = rotA i vektorskotg identiteta (A.0.5) dobijamo

1
w = — d®rB - rotA
2410
1 .
= — [ d&*r <div(A xB)+A- rotB)
210 Jv
1 1
= — A><B~dS+—/d3rA~'. 8.2.7
o ( ) 2 /. j (8.2.7)

Neka su stacionarne struje lokalizovane u ogranicenom delu prostora, i neka je oblast u kojoj
odredjujemo energiju magnetnog polja V = R3. U ovom sluéaju povrsinski integral u poslednjem
redu u (8.2.7) jednak je nuli, pa je energija magnetostatickog polja data sa

1
W= —/ d’rA-j . (8.2.8)
2y

Jasno je da se u (8.2.8) integrali po oblasti prostora gde je j # 0. Zamenom izraza za vektorski
potencijal (2.2.52) u (8.2.8) dobijamo

1 o 5 () i)
247T//d rd3r |r_r,| . (8.2.9)

Izrazi (8.2.8) i (8.2.9) predstavljaju sopstvenu energiju magnetnog polja generisanog zapreminskom
gustinom struje j(r). U njima je prisutan faktor 1/2 zbog toga Sto se pri integraciji energija in-
terakcije svakog para racuna dva puta.

Sada ¢emo razmotriti interakciju dve stacionarne raspodele gustina struje. Omne generisu
magnetna polja B;(r) odnosno By (r). Ukupna energija magnetnog polja je

1 1 1 1
W = —/ d*rB? = —/ d°rB} + — dgng + — d rB; - B, . (8.2.10)
2410 200 Jv 2410 o

Prva dva ¢lana su sopstvene energije prve odnosno druge raspodele. Energija interakcije je

1
Wine = —/d3rB1 ‘B, . (8.2.11)
Ho
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Dalje mozemo da magnetno polje prve raspodele B; izrazimo kao B; = rotA;, gde je A,
vektorski potencijal prve raspodele i da primenimo formulu (A.0.5). Tako dolazimo do

Wi = / Era; -y | (8.2.12)
1%

uz odgovarajucu pretpostavku o ponasanju polja i potencijala u beskonacnosti. A je vektorski
potencijal koga generise raspodela gustine struje j;. Analogno se moze pokazati da je energija
interakcije

W%t::/(PWAle. (8.2.13)
\%4

Ova formula ima drugaciju interpretaciju. To je energija interakcije prve raspodele sa spoljasnjim
potencijalom A,. Ova dva izraza za energiju interakcije su jednaka i mogu se prepisati u obliku

mzm//&m?hm”m% (8.2.14)
Vi JVa

vy — 1y

primenom izraza za vektorski potencijal (2. 2 52)

A(r) poznat. Ako pretpostavnno da se unutar oblasti prostora koju zauzima struja spoljasnje
polje malo menja onda mozemo potencijal razviti u red oko neke tacke O unutar ove oblasti. To
znaci da je izvor koji generise polje A(r) daleko od oblasti prostora u kojoj se nalaze stacionarne
struje. Energija interakcije je

Wi = [ dA]
\%

DA
_ 3,3 ) I
_‘AdMﬂ(A@+%mN+“>
10A s

Najnizi (monopolni) ¢lan je jednak nuli. Primenom (2.2.71) dobijamo

10A N ..
Wir = 550, [ (e edi=(G-eor)
_ 10A 3 .
= §axi0‘/d7’<rXJ>Xei
= m-(eixgi 0). (8.2.16)
Dalje je
o ALY oA
oz, lo” Wkl ox; 1o

m - B(0) . (8.2.17)
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Dakle, u najnizem redu energija interakcije sistema stacionarnih struja sa spoljnjim magneto-
statickim poljem je Wi = m - B(0). Ovo je dipolni ¢lan, tj. on predstavlja energiju interakcije
magnetnog dipola sa spoljnjim poljem. Vise ¢lanove ne¢emo racunati.

Silu kojom spoljne magnetostaticko polje deluje na sistem stacionarnih struja mozemo takodje
razviti u red po multipolima. Opet ¢emo racunati do dipolnog ¢lana. Trazena sila je

F = /d?’r(j(r) x B(r))

0B
= [ &*rjx B(0 d*ra;j : 8.2.18
[ i)+ [ dragx 2| (5.2.18)
Prvi ¢lan je jednak nuli, a drugi ¢emo transformisati prema
1 B
F o= §/d3r[(r><j)><ei]><g—xio
= (mxe;) X B
N ! ox; lo
0B 0B
- (m- ox; 0>ei B (ei ' 0z, 0>m
= V(m-B)| —divB(0)m
0
~ (m- V)B‘O . (8.2.19)

Primenili smo vektorski identitet (A.0.6), ¢injenicu da je magnetni dipolni moment sistema
konstantan i da je divB = 0.

Energija elektricnog dipola u spoljnjem elektricnom polju je Wiy, = —p - E, a sila koja
deluje na dipol je F = (p - V)E = —VW,;. Elektrostaticka sila je konzervativna, tako da je
Wit potencijalna energija. Magnetostaticka sila nije konzervativna. To se vidi i na primeru
magnetnog dipola u spoljnem magnetnom polju. Energija interakcije dipola sa poljem je Wi, =
m - B; primec¢ujemo da nema znaka minus u ovom izrazu. Sila kojom spoljasnje magnetno polje
deluje na magnetni dipol je F = (m - V)B i ne vazi F = —VW,,,. Za tackasti elektricni dipol
(npr. atom) u elektricnom polju Hamiltonijan je H = T —p-E, gde je T kineticka energija. Ovaj
Hamiltonijan ima oblik H = T+ U, jer je sistem konzervativan. Hamiltonijan magnetnog dipola
u spoljnem polju je H = T — m - B. Drugi sabirak u Hamiltonijanu nije energija magnetnog
dipola jer ima suprotan znak. Medjutim, ¢clan U = —m - B je generalisana potencijalna energija
(Cesto se naziva i potencijalnom energijom), ali treba imati na umu da to nije energija interakcije
magnetnog dipola sa spoljasnjim poljem. Iz (generalisano) potencijalne energije U = —m - B
dobija se korektan izraz za silu koja deluje na magnetni dipol.
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8.3 Magnetostaticka energija sistema provodnika sa stru-
jom

Posmatrajmo sistem od N masivnih provodnika sa stalnim strujama. Magnetna energija sistema

ovih provodnika je

1
W= 5/dSTA-j

— %Z;Z//Vd?’ MECRRICIRR(C)) i'J( o (8.3.20)

il
Sa V; smo obelezili zapreminu ¢—tog provodnika. Gornju dvostruku sumu napisa¢emo kao zbir

¢lanova kod kojih jei =k ii# k

W = ZWM 4= ka. (8.3.21)

z;ék

G
el / / SER A (LIRS (1) (8.3.22)
T Jv. Jv, lr; —rf

predstavljaju sopstvenu energiju magnetnog polja i—tog provodnika. Energija interakcije i—tog
i k—tog provodnika (i # k) data je sa

Wi / /Vk &y ;Ekl) . (8.3.23)

Sopstvena magnetna energija i—tog provodnika, (8.3.22) je proporcionalna sa kvadratom jac¢inom
struje I; koja protice kroz provodnik

Sabirci

1

Koeficijenti proporcionalnosti, L;; se nazivaju koeficijentima samoindukcije i dati su sa

Lu _ QWZZ - 1 /1’0/ / d3 d3 /J rl — ( l) . (8325)

12 IZ4x e =l

Energija interakcije para provodnika je proporcionalna sa jacinama struja u tim provodnicima,
tj.
Wik = Liglil), . (8.3.26)

Koeficijent L; je koeficijent medjusobne indukcije i—tog i k—tog provodnika. Oc¢igledno je da

su oni dati sa . i)
Wi Ho I‘Z
L = —= — Avidy, 1 I 8.3.27
"T LI LI 47T/ / — 1y ( )
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Slika 8.1:

Ako provodnici imaju zanemarljiv poprecni presek (tanke zice) onda ¢emo zapreminske integrale
u gornjim izrazima zameniti linijskim, tj. jdV — Idr. U tom slucaju (slika 8.1) energija

interakcije i—tog i k—tog provodnika je
dr; -d
j[ }'{ SR Lkl (8.3.28)
C. ’rl rk‘

gde su [; i I} jacCine struje u :—tom, odnosno k—tom provodnik; C; je kontura ¢—tog provodnika.
Koeficijenti medjusobne indukcije za tanke provodnike je onda odredjena sa

dr, - d
L. ]{ ]{ ri - dr (8.3.29)
Ch |r1 I.k|

Koeficijenti medjusobne indukcije zavise od oblika, veli¢ine i relativnog odnosa dva provodnika.
Za tanke provodnike koeficijenti samoindukcije su odredjeni sa

dr; d
Ly = ]{7{ |rr o (8.3.30)

Ovaj integral divergira Sto je posledica ¢injenice da smo zanemariti poprecni presek provodnika.
Zato koeficijente samoindukcije treba da odredjujemo primenom (8.3.25).

Ukupnu energiju magnetnog polja sitema provodnika mozemo izraziti preko koeficijenata
samoindukcije i medjusobne indukcije prema

W = ZWll—i_%ZWlk

1 N N
— §ZZLiinIk. (8.3.31)
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Magnetna energija je pozitivna kvadratna forma jacina struja pa mora vaziti uslov
LiiLye > L7, . (8.3.32)

Koeficijente samoidukcije i medjusobne indukcije tankih provodnika povezac¢emo sa fluksom mag-
netnog polja. U izrazu za energiju magnetnog polja takvih sistema zapreminske integrale za-
menjujemo sa linijskim pa je

1
W= §/A-jd3r
L X
— 5 izg 1 [Z fél A(I’Z) . dri

1 N
— 521}/3@«1&
=1 i

1 N
— 1Y g (8.3.33)
=1

U prethodnoj formuli primenili smo Stoksovu teoremu; A; i B; su vektorski potencijal i magnetno
polje od svih provodnika u tacki r;. Povrs ¢ija je granica i-ti provodnik obelezili smo sa 5;. Fluks
magnetnog polja kroz i—ti provodnik je ®;. Poredjenjem (8.3.31) i (8.3.33) vidimo da je fluks
magnetnog polja kroz i-ti provodnik linearna kombinacija jacina struja u provodnicima

N
®; = Ll . (8.3.34)
k=1

Ova formula daje jasniji smisao keoficijentima samoindukcije i medjusobne indukcije. Koeficijent
medjusobne indukcije L, # k govori o tome koji deo polja (odnosno koji deo 'magnetnih
linija’) k—tog provodnika prolazi kroz povrsinu nategnutu na i—ti provodnik. Sli¢no je i sa
koeficijentima samoindukcije.

8.4 Rad na premestanju strujne konture u spoljnjem polju

Posmatrajmo provodnu konturu sa stalnom strujom [ koja se krec¢e, brzinom u u spoljnjem
magnetnom polju, slika 8.2. Brzina elektrona u odnosu na provodnik je v. Jac¢ina struje u
provodniku je I = nSev, gde je n koncentracija elektrona u provodniku, S povrSina popre¢nog
preseka provodnika. Sila kojom magnetno polje deluje na elektrone u segmentu provodnika
duzine Al je

AF = enSAl(v+u)xB
— IAlx B +nSeAluxB. (8.4.35)

Prvi sabirak je Amperova sila, dok se drugi moze prepisati u obliku JAl(uxB)/v. Rad magnetne
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Slika 8.2:

sile na pomeranju strujnog segmenta IAl za or = (u + v)dt je

0A,, = AF-or
= (IA]XB)-u5t+£Al(u><B)-v5t
v

— I(Alx B)-dx+ IAIB- (% X 0x) (8.4.36)
gde je 0x = udt. Prvi sabirak u (8.4.36) je rad Amperove sile; mozemo ga prepisati u obliku
—10P,, gde je 6@, fluks magnetnog polja kroz omotaé tela koje nastaje pri kretanju konture
za vreme 0t. Iz druge Maksvelove jednacine sledi 6®,,, = ®; — &3 = —0P pa je rad Amperove
sile dat sa I6®. Drugi sabirak u (8.4.36) je —Id®. Rezultat je ocekivan. Rad magnetnog polja
je jednak nuli.

Da bi u provodniku tekla stalna struja I moramo imati izvor EMS koji odrzava struju kon-
stantnom. Rad izvora elektromotorne sile £ na odrzavanju struje je

0Aext = —1E0t = 10D. (8.4.37)
Dakle ukupni rad pri premestanju provodnika je
0A =0An +0Ac; = 10D — 10D+ [0D = 16D . (8.4.38)

Elektrostaticko polje je konzervativno dok magnetostaticko to nije. Pri formiranju sistema
nepokretnih naelektrisanja ulazemo energiju da samo polako dovedemo naelektrisanja iz beskona¢nosti
u zadatu konfiguraciju. Medjutim da bismo formirali sistem stacionarnih struja moramo dovoditi

iz beskonacnosti strujni element za strujnim elementom ali i vrsiti rad na oc¢uvanju struja. To

je bitna razlika izmedju jednog i drugog slucaja.



Glava 9

Magnetici u konstantnom magnetnom
polju

U ovoj glavi proucavacemo magnetostaticko polje u prisustvu sredina. U tri zasebna poglavlja
izucava¢emo dijamagnetizam, paramagnetizam i feromagnetizam.

9.1 Osnovne velicine

Supstancijalna jednacina za linearni magnetik koji se nalazi u konstantnom magnetnom polju
je B = po(H+ M) = pouH, gde je p relativna magnetna permeabilnost sredine. Veza izmedju
magnetizacije i jacine magnetnog polja je

M= (u—-—1)H=y,H, (9.1.1)

gde je x,, magnetna susceptibilnost. Eliminisanjem jac¢ine magnetnog polja preko magnetne
indukcije dobijamo

1 1 Xm
M=—(1--)]B=—2" B, 9.1.2
Mo( u> fo(1 + Xm) (6-12)

Postoje dva efekta koja uzrokuju magnetizovanja sredina. Jedan je indukcioni efekat i za njega
je odgovorna Larmorova precesija. Drugi je orjentaciono magnetizovanje. Ove efekte ¢emo
razmatrati u naredna dva poglavlja.

9.2 Dijamagnetizam

Dijamagnetici su materijali ¢ija je magnetna susceptibilnost vrlo mala i negativna. Drugim
reCima magnetizacija dijamagnetnoih sredina je suprotno usmerena od magnetnog polja.

159



160 GLAVA 9. MAGNETICI U KONSTANTNOM MAGNETNOM POLJU

9.2.1 Larmorova precesija

Magnetni dipolni moment atoma (molekula) je

1 q q
— — - X a = — o X a = —L > 923
m = g Ea Ta X Va =5 2 Ta X MVe = o ( )
gde su ¢ = —e i m naelektrisanje odnosno masa elektrona. Sumiranje u prethodnoj formuli

se vrsi po elektronima atoma odnosno molekula. Vidimo da je magnetni moment molekula
proporcionalan sa momentom impulsa molekula L. Moment sile koji deluje na molekul koji se
nalazi u spoljasnjem magnetnom polju je M = m x B, pa po teorema momenta impulsa imamo

dL q
— =—LxB. 9.24
dt 2m ( )
Ako uvedemo tzv. Larmorovu frekvencu sa
I
L 2m
ova jednacina postaje
b <L =0 (9.2.5)
— —w =0. 2.
a
Jednacina (9.2.5) je Ojlerova jednacina rotacionog kretanja krutog tela oko nepokretne tacke.
[zaberimo da je magnetno polje usmereno duz z—ose, tj. B = Bes. Dekartove projekcije
jednacine kretanja su
dLq
— Ly=0
1 +wrLa
dLs
— —wrl1 =0
a e
dLs
—=0. 9.2.6
% (9.2.6)

Resenje gornjeg sistema diferencijalnih jednacina je
Ly = Acos(wrt +7), Ly = Asin(wrt +7), Ly=C, (9.2.7)

gde su A,C i v konstante. Iz ovog resenja vidimo da vektori magnetnog momenta i momenta
impulsa precesiraju oko vektora magnetnog polja ugaonom brzinom w;. Ovo dopunsko kretanje
uzrokovano prisustvom spoljasnjeg magnetnog polja naziva Larmorovom precesijom i ono dovodi
do pojave indukovanog magnetnog dipolnog momenta. Na slici 9.1 predstavili smo precesiranje
magnetnog momenta i momenta impulsa elektrona oko spoljnjeg magnetnog polja.

9.2.2 Dijamagnetski efekat

Magnetizam materijala je u osnovi kvantno mehanicki fenomen. Naime, zakoni klasi¢ne fizike ne
mogu da opiSu magnetizam sredine. Ovaj iskaz je sadrzaj Bor-van Levenove teoreme koja kaze
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3

L
]

Slika 9.1: Precesija momenta impulsa i dipolnog momenta elektrona u spoljasnjem magnetnom
polju.

da je magnetni moment ravnotezne sredine kod koje se naelektrisane cestice kre¢u u magnetnom
polju po stacionarnim trajektorijama identicki jednak nuli. Dokaz je jednostavan. Particiona
funkcija (statisticka suma) opisanog klasi¢nog sistema je

_/3( &(Pa*lZch(l‘a))Q Va>
g _ / Br B3Py .. PradPye N\ T

Sa V, smo obelezili potencijal u kome se nalazi elektron indeksa «. Velicina 8 = (KT)7! je

inverzna temperatura. Smenom
P, — ¢.A(r,) — P,

u statistickoj sumi Z vidimo da ona ne zavisi od magnetnog polja. To znaci da je magnetizacija

sredine, koja je izvod slobodne energije F' = —kT'In Z po polju pri konstantnoj temperaturi
oF
M=—-———
OB It

jednaka nuli.
Dakle, da bismo opisali magnetizam sredine moramo ukljuc¢iti kvantnu mehaniku. Po¢i ¢emo
od izraza za hamiltonijan atoma koji se nalazi u spoljasnjem magnetnom polju (vidi (5.6.51))

z
(Pa - QQAa)z
H = <— Va)— s B. 9.2.8
Sumiranje se vrsi po elektronima u molekulu, pa je ¢, = —e. Sa P, je obelezen kanonski

impuls elektrona indeksa «. Drugi sabirak u (9.2.8) je kvantno mehanicka interakcija spinskog
magnetnog momenta atoma, mg sa spoljnjim poljem!. Obratite paZnju na znak ovog ¢lana.

1Za elektron spinski magnetni moment je
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Vektorski potencijal konstantnog magnetnog polja na mestu gde se nalazi elektron indeksa « je
A, = 1(B x r,) pa za hamiltonijan dobijamo

M~

o 1 q 2
H — > <%(Pa 4(B x 1)) +Va> m, - B
Z
P2 q2 2 q
= D (Go Vet g (Bxr - B (rax Py)) —m B (929)

a=1

Prvi i drugi ¢lan u izrazu za hamiltonijan su neperturbisani hamiltonijan; preostali sabirci su
perturbacija. Cetvrti sabirak u ovom izrazu sadrzi ukupni orbitalni moment atoma

L - 1
= Zara x P,
a=1

Prema tome ovaj sabirak

Z
Xz:im ra XP ) —%L'B:_ml'B (9210)

m

je proporcionalan ukupnom orbitalnom magnetnom momentu atoma m,;.
Magnetni moment je definisan kao negativna varijacija hamiltonijana po spoljnem magnet-
nom polju,

m=———

B
Pri infinitezimalnoj promeni spoljasnjeg magnetnog polja, B — B+ 0B, varijacija hamiltonijana
je
2
sH = 1

o <ra x (B x ra)> 0B — (m; + m,) - 6B . (9.2.11)

Iz ovog izraza dobijamo da je magnetni moment molekula dat sa

m = mg+ My,q - (9212)
Prvi ¢lan
Z (&
Z —(ro x P,) + m, (9.2.13)
— 2m
gde je g = 2,002 ziromagnetski odnos, a S = 2 operator spina elektrona. Veli¢ina
h
g = =% — 92745 - 10724 Am?
2m
je Borov magneton, pa je mg = —pupo. Zanimljivo je da odnos izmedju magnetnog momenta i momenta impulsa

nije isti u klasi¢noj i kvantnoj fizici. Naime koeficijent proporcionalnosti izmedju my i spina S je priblizno duplo
veéi nego odgovarajuéi koeficijent proporcionalnosti izmedju m i momenta impulsa L.
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je unutrasnji magnetni dipolni moment molekula (zbir orbitalnog i spinskog magnetnog mo-
menta). Mozemo ga prepisati preko ukupnog orbitalnog i spinskog momenta atoma

e
— _ “(L+gS
m 2m( +9S),

gde je g efektivni ziromagnretni odnos atoma. Drugi ¢lan je indukovani magnetni dipolni moment

Z
1
Ming = 5 qua X (wp X1y) . (9.2.14)
a=1
Kao sto smo ve¢ rekli magnetni dipolni moment atoma se indukuje zahvaljuju¢i Larmorovoj
precesiji. Razvijanjem dvostrukog vektorskog proizvoda indukovani magnetni moment postaje

Z
1
Ming = 5 Z q<riwL - (ra : wL)ra) : (9215)

a=1

Za magnetno polje usmereno duz z— ose, indukovani magnetni moment je

2B 2 2
ming = ( — Zala€1 — ZalYa€2 + (xa + ya)e3) .
4m g

Pretpostavimo da se atom nalazi u osnovnom stanju |0) koje je sfernosimetri¢no. Ocekivana
vrednost indukovanog momenta u ovom stanju je

6 7z
mlﬁd_mE z2 +y2)B,
a=1

jer zbog sferne simetrije imamo (2,24) = (Yaza) = 0. Takodje, zbog sferne simetrije je

(2 = (2) = 2r2)

Prema tome, za sferno simetricne atome ocekivana vrednost indukovanog momenta postaje

m,q = —g—;mz 2y (9.2.16)
a=1
Odmah vidimo da je indukovani magnetni moment kolinearan, ali suprotno usmeren od mag-
netnog polja. To znac¢i da je magnetna susceptibilnost negativna, a magnetna relativna per-
meabilnost manja od 1. Ovo se naziva dijamagnetskim efektom; magnetici kod kojih je to
dominantan efekat magnetizacije su dijamagnetici.
Ako sa n obelezimo koncentraciju molekula, magnetizacija dijamagnetika je data sa

Ze* (r*)n

M = NIMijpq = —
om

B. (9.2.17)
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Iz ovog izraza dobijamo relativnu magnetna permeabilnost

1 Zeug (r*) n
H= g M e
1+ g 2200 6m

6m

(9.2.18)

Poslednji rezultat je poznat kao Lanzven-Paulijeva formula. Veli¢ina

_Z€2M0 (r*) n

Xm = 6m

je magnetna susceptibilnost. Dakle, za dijamagnetike relativna magnetna permeabilnost oko 1,
ali je manja od 1.

9.3 Paramagnetizam

Paramagnetici su linearni magnetici kod kojih molekuli imaju sopstveni magnetni moment, pa
je dijamagnetski efekat zanemarljiv. Sopstveni magnetni moment molekula ¢emo obeleziti sa
mgy. Hamiltonijan molekula u spoljnem magnetnom polju B je

(9.3.19)

— - —my-B
m

Y

gde smo dijamagnetni ¢lan zanemarili. Srednja vrednost magnetnog dipolnog momenta molekula
racuna se analogno sa orjentacionim polarizovanjem dielektrika. Rezultat je

es (9.3.20)

gde smo uzeli da je magnetno polje usmereno duz z— ose. Veza izmedju srednje vrednosti
magnetnog momenta i magnetnog polja je nelinearna. U slabim poljima i/ili na visokim tem-
peraturama ova veza postaje linearna:

2

my

= — 9.3.21

(m) = % (93.21)
Magnetizacija je

m2n
M = --—2B 3.22
n (m) kT D (9.3.22)

pa je magnetna relativna permeabilnost paramagnetika data sa

1 ponm?

| _ monmg 3kT

(9.3.23)

jer je
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Vidimo da je magnetna relativna permeabilnost paramagnetika malo veca od 1. Magnetna
susceptibilnost je obrnuto proporcijalna sa temperaturom. Ovaj iskaz je poznat kao Kirijev
zakon. Ovaj rezultat je korektan na visokim temperaturama. Da bismo nasi magnetnu per-
meabilnost paramagnetika na niskim temperaturama moramo da primenimo zakone kvantne
mehanike.

Primer 1. Hamiltonijan atoma ukupnog angularnog momenta J u spoljasnjem polju je
H = —gugJ - B = —m_ B, gde smo ignorisali kineticki i dijamagnetski ¢lan. Saglasno kvantnoj
mehanici vrednosti projekcije angularnog momenta J, su diskretne, J, = —J,...,J. Odrediti
srednju vrednost magnetnog dipolnog momenta atoma, ako projekcija angularnog momenta na
osu magnetnog polja uzime vrednosti +1, ako je temeperatura je 7. Odrediti magnetizaciju
sredine sastavljene od ovih atoma.

Resenje: Srednja vrednost magnetnog diponlog momenta je

myB

Z m,e kT

myB
doe T
moB _moB
mo€ kT — Mge kT
mqgB mqgB
e kT -+ e kT

moB)
kT /)

<mz> =

— mptanh ( (9.3.24)

Magnetizacija je

B
M = nmgtanh <m0 ) )

kT
Umesto Lezandrove funkcije koju smo dobili primenjujuéi klasiénu statistiku, ovde smo dobili
hiperbolnu funkciju.

9.4 Feromagnetizam

Paramagnetici i dijamagnetici imaju magnetnu susceptibilnost priblizno jednaku nuli, pri ¢emu
je susceptibilnost paramagnetika pozitivna, a dijamagnetika negativna. Sa druge strane sus-
ceptibilnost feromagnetika je dosta visoka, x,, ~ 10® — 108, Veza izmedju magnetizacije i jacine
magnetnog polja kod feromagnetika je nelinarna. U feromagnetike spadaju gvozdje, nikal, kobalt,
neke legure. Osnovna karakteristika feromagneta je da je njihova magnetizacija razlicita od nule
i kad su van spoljneg magnetnog polja. Ova magnetizacija se naziva permanetnom (stalnom)
magnetizacijom.

Ako je temperatura feromegnetika iznad neke kritice temperature T, feromagnetik prelazi u
paramagnetik. Ova temperatura se naziva Kirijevom temperaturom. Kirijeva temperatura za
gvozdje je 774°C, a kobalta 1131°C. Ukoliko je temperatura manja od kriticne magnetik je u
feromagnetnoj fazi, a ukoliko je T" > T, magnetik je u paramagnetnoj fazi. Radi se o faznom
prelazu. Veza izmedju magnetizacije i jacine polja, M = M(H) kod feromagnetika je viseznacna
funkcija. Neka su jac¢ina polja i magnetizacija duz z— ose, M = Mes. Pri povec¢anju jacine
magnetnog polja, magnetizacija raste i pri dovoljno velikom spoljasnjem polju magnetizacija
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M

w4

Slika 9.2: Histerezisna petlja

ostaje stalna tj. doslo je do saturacije (zasi¢enja). Magnetizacija postaje Mg, Ako smanjujemo
magnetno polje magnetizacija ne opada po krivoj iz prethodnog procesa kada smo povecavali
polje, ve¢ po krivoj koja je malo iznad krive magnetizovanja. Pri H = 0 magnetizacija My, =
M(H = 0) nije nula. Ova vrednost magnetizacije se naziva permanetnom magnetizacijom.
Promenom smera polja magnetizacija nastavlja da raste u suprotnom smeru i za dovoljno veliko
polje ponovo dolazi do saturacije. Sa daljim porastom magnetnog polja magnetizacija raste ali
opet po drugoj krivoj. Zatvorena kriva prikazana na slici 9.2 je histerezisna kriva. Magnetizacija
feromagnetika zavisi od prethodne istorije magnetika.

Jedan od prvih pokusaja da se objasne neke fenomenoloske osobine feromagnetika potice od
Vajsa. Osnovna pretpostavka Vajsove teorije je postojanje domena. To su oblasti spontane mag-
netizacije feromagnetika, sastoje se od velikog broja jona kristalne resetke. Domeni se ponasaju
kao kruto telo i teze da se orjentiSu u smeru spoljnjeg polja. Termalno kretanje im se u tome
suprostavlja ali i ¢injenica da su domeni gusto napakovani.

Na svaki domen deluje efektivno polje

Hoff =H+ Hmol )

koje je zbir spoljnjeg polja i molekulsog polja, H,,, koje potice od ostalih domena. Interakcija sa
drugim domenima se ne moze zanemariti. Pretpostavka je da je molekulsko polje proporcionalno
sa magnetizacijom H,,, = aM, gde je a > 1. Efektivna magnetna indukcija je onda

Beg = po(Heg + M) = pgH + prpaM . (9.4.25)

Da bismo nasli magnetizaciju primeni¢emo Lanzvenovu teoriju zasnovanu na klasi¢cnoj Bol-
cmanovoj raspodeli. Ako sa ng ozna¢imo koncentraciju domena, sa mg magnetni dipolni moment
domena onda je magnetizacija data sa

mdBeff> H

M — L( =
mamaE\ e ) ||

(9.4.26)

Za velika polja Lanzvenova funkcija tezi jedinici sto odgovara saturaciji, Mg, = ndmd%.
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1z (9.4.26) sledi

M(0) :L<u0aM2 M(O)> |

sat
Msat and Msat

Sto je transcedentna jednacina po M(0)/Ms,. Nas interesuje samo egzistencija resenja ove
jednacine. Resenje je u preseku Lanzvenove krive

(9.4.27)

M(0)
——+ =1L 9.4.28
A = L) (9.4.28)
i prave
x = Ax 9.4.29
Msat :U’OaMsat ( )
gde je
. ndk‘T
N MOaMszat

Za A > % ove dve krive seku se samo u koordinatnom pocetku. Ali za A < % ove dve krive se
seku u koordinatnom pocetku ali i u jos jednoj tacki. Postojanje ove druge presecne tacke znaci
da je magnetizacija magnetika van spoljasnjeg magnetnog polja, M(H = 0) razli¢ita od nule.

Uslov A < % za postojanje ovog reSenja daje

MOaMSQat
T<T,=—"7"". 9.4.30
c 3ndk ( )
Vidimo da feromagnetizam postoji pri temperaturama manjim od 7,. Vajsova teorija dom-
ena objasnjava postojanje kriticne temperature magnetika. Medjutim mnoge eksperimentalne
rezultate Vajsova teorija ne moze da objasni. Naves¢emo dva takva primera.
Ako je T > T, onda diferenciranjem izraza

HoTg
kT

M = ndmdL< (H + aM)> (9.4.31)

po H dobijamo
_OM pongm?

Xm = 55 & g1 (1 + axm) (9.4.32)
odakle je
L (9.4.33)
Xm_oz(T—TC)' 4.

Medjutim, eksperimentalni rezultat je da se magnetna susceptibilnost feromagnetika za T > T,
ponasa prema

1

m~ 9.4.34
Xm ~ ( )

gde je 0 za 15 — 40K vece od Kirijeve temperature.
Za veliko x vazi

1
L(x)~1—~

T
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pa je, po Vajsovoj teoriji, zavisnost permanetne magnetizacije u oblasti niskih temperatura,
T < T, data sa

M(0) = Msat<1 - 37;) . (9.4.35)

Eksperimentalni rezultat je drugaciji
M(0) = My, (1 — CT3?) | (9.4.36)

gde je C' konstanta. Recimo na kraju da je feromagnetizam c¢ist kvantno—mehanicki efekat.
Kvantna teorija feromagnetizma inicirana je od strane Hajzenberga. Vise detalja o magnetizmu
cucete na kursu Fizike kondenzovane materije.



Glava 10

Elektromagnetni talasi u vakuumu 1
neprovodnim sredinama

Ovo poglavlje posvec¢eno je elektromagnetnim talasima u vakuumu i u neprovodnim sredinama
u kojima nema disperzije. Analizirana su partikulularna reSenja talasne jednacine kao $to
su: ravni talasi, sferni talasi kao i ravni monohromatski talasi. Diskutovana je polarizovanost
ravnih monohromatskih talasa u vakuumu. Poslednje poglavlje prucava elektromagnetno polje
u Supljini. Videéemo da se polje u Supljini svodi da sistem oscilatora. Uz malu pomoc¢ statisticke
fizike izveséemo Plankov zakon zracenja.

10.1 Talasna jednacina

Razmotri¢emo elektromagnetno polje u linearnoj neprovodnoj sredini bez disperzije kod koje su
dielektricna propustljivost i magnetna permeabilnost konstantne. Elektrodinamicke jednacine
sredine su

D =¢ecE, B = puopuH . (10.1.1)

Takodje, uzetemo da u sredini nemamo makroskopskih nealektrisanja, tj. da su odsutni izvori.
Maksvelove jednacine u ovom slucaju su

div(epeE) =0 (10.1.2)
divB = 0 (10.1.3)
0B
tBE = —— 10.1.4
ro o (10.1.4)
OE
rotB = Hogoslt o - (10.1.5)

Ako uzmemo rotor cetvrte Maksvelove jednacine i primenimo tre¢u Maksvelovu jednacinu dobi-
jamo
. 0°B
graddivB — AB = ~HogoHE Gy - (10.1.6)

169
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Konacno primenom druge Maksvelove jednacine dolazimo do

1 0’°B
S 10.1.7
gde je
1
v = - (10.1.8)
VEOHOEL  JEM
Slicno uzimanjem rotora tre¢e Maksvelove jednacine dobijamo
1 O°E
S 10.1.9

Elektriéno i magnetno polje zadovoljavaju talasne jednacine. Dakle, u oblasti prostora gde su
odsutni izvori postoji elektromagnetni talas.

Faza talasa je velicina koja karakteriSse stanje talasnog procesa. Skup tacaka u prostoru
koje u fiksnom trenutku vremena imaju istu fazu oscilovanja obrazuje talasnu povrs. Ako su
talasne povrsi ravni kazemo da je talas ravan. Kod sfernog talasa talasne povrsi su sfere. Fazna
brzina je brzina sa kojom se krece fazna povrs. Fazna brzina elektromagnetnog talasa opisanog
jednacinama (10.1.7) i (10.1.9) je v. Fazna brzina elektromagnetnog talasa u vakuumu je v = c.
Indeks prelamanja sredine definisan je kao odnos brzine svetlosti i brzine talasa u sredini n =
c/v=\[Ep~ <.

Kao sto znamo potencijali elektromagnetnog polja nisu jednoznacni. Neka potencijali zado-
voljavaju Kulonov kalibracioni uslov, divA = 0. Posto je p = 0 iz (2.6.117) sledi! da je ¢ = 0.
Dakle, uze¢emo da potencijali elektromagnetnog polja talasa zadovoljavaju

»=0, divA=0. (10.1.10)
Elektromagnetno polje je kompletno odredjeno vektorskim potencijalom prema
0A
E = —
ot
B = rotA. (10.1.11)

10.2 Ravni talasi

Jednostavnosti radi razmatra¢emo talasnu jednacinu
O*F 1 0*F
ox2 v o
gde je F = F(t,z), tj. funkcija F zavisi od promenljivih ¢ i x. UveSéemo nove promenljive?
£t = x £ vt, odakle je

—0, (10.2.12)

£ +¢&
2
+_ —
ot = % (10.2.13)

!Pretpostavljamo da potencijal tezi nuli u beskonaénosti.
2Ako je v = ¢ ove koordinate se ¢esto nazivaju koordinatama svetlosnog konusa (light-cone coordinates).
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Parcijalne izvode po promenljivima ¢ i x mozemo izraziti preko parcijalnih izvoda po novim
promenljivima. Rezultat je:

9 _ 9 0
oxr 0t 0
19 _ 90 9
vot  0Et O
0? 0? 0? 0?
= 9
PR TR T Tl T
1 0 0? 0? 0?
——— = -2 ) 10.2.14
2O T 0e ogroe | og (10.2.14)
Posle ove smene promenljivih talasna jednacina (10.2.12) postaje
82
—F=0. 10.2.15
0E+0E~ ( )
Opste resenje ove jednacine je superpozicija dva talasa Fi i Fy:
F = Fi(z —vt) + Fo(z +vt) . (10.2.16)

Faza talasa Fy = Fi(x—wvt) je ¢ = x—vt. Skup tacaka sa konstantnom fazom u fiksnom trenutku
vremena odredjen je sa x = const. pa je talas ravan. Uoc¢imo talasnu povrs x = zy u trenutku
to. U svim tackama ove povrsi vrednost funkcije Fi je ista. U trenutku ¢y + dt skup tacaka sa
istom vrednos¢u funkcije Fi je dat sa xg + dz, tj. uocena fazna povrs se premestila iz polozaja
Zo u polozaj xo + dx. Dakle,

xo — vt = xo +dx — v(t +dt) . (10.2.17)

Fazna brzina, tj. brzina sa kojom se pomera fazna povrs resenja F} = Fi(x — vt) je

d
v = d—f —v. (10.2.18)

Jednostavnije, faznu brzinu talasa nalazimo diferenciriranjem izraza ¢ = x — vt = const. Talas
F je ravan talas koji propagira u pozitivhom smeru x ose brzinom v. Drugo partikularno resenje
Fy = Fy(x + vt) je ravan talas fazne brzine —v. Tokom propagacije talasa funkcije F; odnosno
F5 ne menjaju svoj oblik jer nema disperzije talasa.

Generalizacija 'jednodimenzionog’ talasa na trodimenzioni sluc¢aj je pravolinijska. Ravni
elektromagnetni talas kompletno je odredjen vektorskim potencijalom

A=An-r—ut), (10.2.19)

gde je n ort talasne povrsi. Faza ovog talasa je ¢ = n-r — vt. Talasne povrsi su n - r = const.,
Sto su jednacine ravni. Fazna brzina talasa je v = vn. Talas se prostire u smeru orta normale
povrsi, n. Jacina elektricnog polja je

0A  0¢dA dA

_deda dA (10.2.20)

BT e Ve
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Slika 10.1: Fazna povrs ravnom elektromagnetnog talasa

a magnetna indukcija

0A
B = I'OtA:ija—xjei
dAyg
e,-jknjd—gei

A
_ ax 12 (10.2.21)

d¢ -
Iz izraza za elektricno i magnetno polje ravnog talasa vidimo da oni zadovoljavaju slede¢u
jednacinu
1

B=-(nxE). (10.2.22)

v
Iz (10.2.22) sledi B - n = 0, tj. magnetno polje je ortogonalno na pravac prostiranja talasa.
Kulonov kalibracioni uslov divA = 0 daje n - % = 0, pa je i elektricno polje ortogonalno na

pravac prostiranja talasa, tj. E-n = 0. Prema tome elektromagnetni talas je transverzalan. Iz
(10.2.22) sledi
E=vB xn. (10.2.23)

Vektori n, E i B ¢ine desni trijedar, kao $to je prikazano na slici 10.1. Kvadriranjem (10.2.22)
dobijamo da su zapreminske gustine energije elektricnog i magnetnog polja ravnog talasa jednake

E? B2
Qe . (10.2.24)
2 241010
Gusina elektromagnetne energije ravnog talasa je
1 B2 B2
U= U + Uy, = —€oeE? + = eeE? = — (10.2.25)

2 2ftoft fopt

Pointingov vektor ravnog elektromagnetnog talasa je S, = vun, dok je gustina impulsa data sa
g = Zn. Pointingov vektor i gustina impulsa ravnog talasa su kolinearni sa pravcem prostiranja
talasa.

Pokazite da je za ravan elektromagnetni talas u vakuumu vazi F,, F* = 0.
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10.3 Sferni talas

U ovom poglavlju razmatracemo talasnu jednacinu za skalarno polje, F'. Talasna jednacina ima
standardan oblik:

1 0°F
2 Ot?

Opste resenje ove jednacine mozemo izraziti u sfernim koordinatama

AF — =0 (10.3.26)

m(t,
Fit.r.9) =3 "y 0.4

Im

gde su wup,(t,r) funkcije. Medjutim, mi ¢emo razmatrati samo sferno-simetricno resenje, tj.

predpostavicemo da je F' = F(t,r). Drugim, re¢ima posmatra¢emo najnizi mod | = m = 0
talasne jednacine. Partikularno reSenje talasne jednacine je
up(r —ct Ug(r 4 ct

ol ) ) : (10.3.27)

T r

gde su wu; i ug proizvoljne funkcije. Kako su talasne povrsi sfere r = const. talas je sferni.
Resenje u (r — ct)/r predstavlja sferni talas koji propagira od centra faznom brzinom ¢, a talas
us(r + ct) /r propagira ka centru.

10.4 Ravan monohromatski talas

Talasne jednacine elektromagnetnog talasa u vakuumu su

1 92A
OA = — —NA =0
c? Ot?
1 O’E
OE = -+ —~AE=0
c? Ot?
1 0°B
B = ————-AB=0. 10.4.28
c Ot? ( )

Talas kod kojeg su polja proporcionalna harmonijskim funkcijama, tj.

E(t,r) = E;(r)coswt + Ey(r)sinwt
B(t,r) = Bi(r)coswt+ By(r)sinwt (10.4.29)

je monohromatski talas. Frekvenca talasa je w. Polja zadovoljavaju Helmholcove jednacine

2
AE+ZE = 0
C

2
AB+%B ~= 0. (10.4.30)



174AGLAVA 10. ELEKTROMAGNETNI TALASI U VAKUUMU I NEPROVODNIM SREDINAMA

Dji

////

Slika 10.2:

Ako vreme t u izrazima za polja monohromatskih talasa zamenimo sa ¢t — 2% i pri tome uzmemo
da su Eq, E5, By, By konstantni vektori onda ¢e monohromatski talas biti i 1 ravan. Prema tome,
polja ravnog monohromatskog elektromagnetnog talasa su

E = Ejcos(w(t— %) + ¢) = Eqcos(wt — k-t + ¢)
B = Bjcos(w(t— %) +¢) =Bgcos(wt —k-r+¢) . (10.4.31)

Veli¢ine Ej i By su amplitude talasa, w je frekvenca talasa, a ¢ pocetna faza. Cesto se uzima ¢ =
0. Takodje smo uveli talasni vektor k = “n. Argument trigonometrijskih funkcija u (10.4.31),
wt—k-r je faza ravnog monohromatskog talasa. Veza izmedju talasnog vektora i frekvence talasa
se naziva disperzionom relacijom. Zamenom resenja za ravan monohromatski talas (10.4.31) u
talasne jednacine dobijamo disperzionu relaciju w? = ¢?k?. Primetimo da elektri¢no i magnetno
polje imaju iste faze, tj. osciluju u fazi. Na slici 10.2 prikazan je ravan monohromatski talas koji
koji se prostire duz pravca n. Nacrtane su vrednosti elektricnog i magnetnog polja u fiksnom
trenutku vremena a u razli¢itim tackama prostora. U fiksnoj tacki u prostoru polja su periodi¢ne
vremenske funkcije sa periodom 7" = 27 /w. Pored toga, u fiksnom trenutku vremena polja su
prostorno periodicna. Ovaj prostorni period odredjen je uslovom k-R = 27 i vidimo da zavisi od
pravca. Najmanji je u pravcu prostiranja talasa. Naziva se talasnom duzinom talasa, A = 27 /|k]|.
Lako se vidi da je A = ¢/v.

Neka je F' = Fjcos(wt — k- r+ ¢) prosto periodi¢na funkcija. Uvedimo kompleksni analogon
ove veli¢ine F sa
F = Fpeilwt-kr) (10.4.32)
gde je Fy = Fpe™i@ kompleksna amplituda. Jasno je da je veli¢ina F' realni deo od kompleksne
veli¢ine F'. Uvodjenje kompleksnih velic¢ina olaksava nam racun, jer je lakSe raditi sa eksponen-
cijalnim nego sa trigonometrijskim funkcijama. Ako uzmemo da je F vektor onda je

divFF = ik-F
rotF = ik xF
F X
o _ —iwk (10.4.33)

at
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pa Maksvelove jednacine za ravne monohromatske talase postaju algebarske:

kK-E = 0
k-B = 0
kxE = wB
A W A
kxB = —EE. (10.4.34)

Izrazimo Pointingov vektor ravnog monohromatskog talasa preko kompleksnih polja
1
S, = —ExB
Ho

1 . .
= —(E4+E)x(B+B). (10.4.35)
4110

Srednja vrednost Pointingovog vektora dobija se usrednjavanjem za vreme od jednog perioda
T = 27 /w. Data je sa

1 ~ ~

(Sp) = —Re(Ey x Bj) , (10.4.36)
2410

gde je Re oznaka za realni deo. Lako se vidi da su srednje vrednosti gustina energije date sa

€0, 2
D o= B
(ue) = 2l

1 -
(up) = 4_uo|B°|2' (10.4.37)

10.5 Furijeov integral

Proizvoljnu funkciju F(t,r) razviéemo u Furijeov integral:

1 [ ,
F(t,r) = @ / dw / APk E e @ik (10.5.38)

gde su F, Furijeove amplitude. U (10.5.38) frekvenca w i talasni vektor k su nezavisne veli¢ine.
Furijeove amplitude se dobijaju inverznom Furijeovom transformacijom funkcije F'(¢,r) i date
Su sa

Fa = / de / dPrF(t,r)el@t=kr) (10.5.39)

Ovo se lako pokazuje:

1 o0 .
dw [ dPkF e @7k
oy | [ ot
1 oo oo | -
= —(27()4 /_ dt’ / d3r/ /_OO dw / dSkF(t/’ r/>efz(wt7k-r)ez(wt —k-r’)

= / A’ F (', v)o(t — )6 (r —r')

— F(t,r). (10.5.40)
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10.6 Polarizovanost ravnog monohromatskog elektromag-
netnog talasa

Polarizovanost ravnog monohromatskog talasa u vakuumu analizira¢emo razmatrajuci elektricno

polje talasa. Ono je dato sa o
E = Eje {@ikn) (10.6.41)

gde je E, kompleksna amplituda elektri¢nog polja. Kompleksnu amplitudu polja ¢emo rastaviti
u realan i imaginaran deo

EQ - E01 + iEOQ . (10642)
Amplitudu elektriénog polja napisa¢emo u obliku
Eo = (€1 +i&,y)e? | (10.6.43)

gde su £ i €, realni vektori. Parametar ¢ odredjujemo iz uslova da realni vektori £, i €5 budu
medjusobno ortogonalni. Lako se vidi da je

E, = Egcosd+Epsind
82 = —E01 sin & + E02 cos o . (10644)

Uslov ortogonalnosti vektora £, i €5 daje

2Eo; - Eq2
tan(20) = . 10.6.45
)= B — Ea? (10:6:45)
Elektriéno polje je realni deo kompleksnog polja, pa je
E=E& cos(k-r—wt+0)—Eysink-r—wt+9). (10.6.46)

Vektori Eg1, Eg, €1 1 £, leze u ravni ortogonalnoj na talasni vektor k. Skup vektora
(k, €1, &2) cine ili desni ili levi trijedar. To znaci da za fiksnu vrednost talasnog vektora k
postoje dva stepena slobode talasa. Ako izberemo da je talasni vektor duz z— ose, k = kes
onda mozemo izabrati £ = &1e; i £9 = £Eey, gde su &; i & pozitivni. 1z (10.6.46) vidimo da
komponente elektricnog polja zadovoljavaju jednacinu elipse

E? E}
oy By 10.6.47
g ez ( )

Dakle, vrh vektora elektricnog polja opisuje elipsu u ravni ortogonalnoj na pravac prostiranja
talasa.
Elektricno polje je

E=¢&cos(k-r—wt+d)eg F&sink-r—wt+ ey . (10.6.48)

Analizira¢emo sSta se desava sa vektorom elektricnog polja u fiksnoj tacki u prostoru, recimo
r = 0, §to je najjednostavniji izbor. Iz (10.6.48) sledi

E = & cos(wt — §)e; £+ Esin(wt — d)es . (10.6.49)
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Y Yy
E(t=7) \
E. Et=0)" E./E(t())””

B(t=7)

Slika 10.3: Levo (leva slika) i desno (desna slika) polarizovani talasi.

Za obe vrednosti znaka vrh vektora elektricnog polja opisuje elipsu u xOy— ravni. Za gornju
vrednost znaka, elektri¢no polje rotira suprotno kazaljci na satu (leva slika na 10.3), a za donju u
smeru kazaljke na satu (desna slika na 10.3). U prvom sluc¢aju kazemo da je talas levo polarisan
a trijedar (k, £;, £3) je desni. U drugom slucaju (donji znak) talas je desno polarisan dok
je trijedar levi. Leva i desna polarizacija su zastareli termini. Levo (desno) polarisan talas su
pozitivnog (negativnog) heliciteta. Helicitet je projekcija spina na pravac kretanja 3. Dakle,
postoje dva nezavisna elipticki polarisana talasa: levi i desni. Ako je & = & talas je kruzno
polarisan i opet postoje dve nezavisne polarizacije. Ukoliko je elektri¢no polje duz nekog fiksnog
pravca talas je linearno polarisan. Opet postoje dva nezavisna linearno polarizovana talasa. Npr.
jedan duz z a drugi duz y ose.

Ako imamo na umu da vektor elektricnog polja lezi u ravni normalnoj na talasni vektor,
tj. da pripada dvodimenzionoj ravni, onda je jasno da postoje dva nezavisna stepena slobode
ravnog monohromatskog talasa.

10.6.1 Delimic¢no polarizovan talas

Svetlost od realnih izvora nije monohromatska, ve¢ predstavlja superpoziciju monohromatskih
talasa u nekom opsegu frekvenci Aw oko neke frekvence w. U fiksnoj tacki prostora elektricno
polje je

:E)()@)eiime .
Funkcija Eg(t) odredjuje polarizaciju talasa koja se menja sa vremenom. Dobijeni talas je
delimi¢no polarizovan. Za opisivanje polarizacije talasa koristimo vremensku srednju vrednost
kvadratne funkcije po jac¢inama polja

Jij = (Boi(t) Eg; (1)) - (10.6.50)

gde indeksi i, j uzimaju vrednosti iz skupa 1, 2. Polarizacioni tenzor je definisan sa
ij = 7 10.6.51
P J J ( )

3Vige detalja u kursu Kvantne teorije polja 1. Bez obzira §to sam pomenuo termin spin, on je kvantni stepen
slobode.
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gde je J = trJ. Ako se talas prostire duz z—ose, tada se komponete polja u polarizacionom
tenzoru p duz x, odnosno y ose. Polarizacione tenzor je

. L ((BEaE; 1) (Bn(t)Eg(1)
. <<E02(t)E§1(t)> <E02(t)E§2(t)>)' (10.6.52)

J
Ova matrica je hermitska i jedini¢nog traga. Proizvoljna hermitska matrica jedini¢nog traga ima

oblik ) 1 1
N 1 O : S3 S1 — i32 . _( . )
=3 (0 1) + 2 <51 +iSy  —S3 ) 9 l+s-o). (10.6.53)

Realni parametri s; su poznati kao Stoksovi parametri. Determinanta ove matrice je
det 5 — 1 12 _g2_ 2
etﬂ*i( — 87— 8 —53) .

Determinanta ove matrice zadovoljava uslov det p > 0. Velicina P = y/s? + s2 + s3 < 1 naziva
se stepenom polarizacije.

Za monohromatsku svetlost komponete elektricnog polja su konstante i determinanta polar-
izacionog tenzora je jednaka nuli. Vazi i obrnuto. Ako je determinata polarizacionog tenzora
nula talas je polarizovan. Za kruzno polarisan talas je Fy, = +iEy, pa je polarizacioni tenzor

L1/l T
p_§<ﬂ 1). (10.6.54)

Pokazite da je polarizacioni tenzor talasa polarisanog duz = ose

p= (é 8) . (10.6.55)

Sa druge strane za potpuno nepolarisanu svetlost svi pravci u xOy ravni su ekvivalentni pa je

1(10

Polarizacioni tenzor ima determinatu %1, Sto odgovara minimalnoj vrednosti stepena polarizacije,
P = 0. Nepolarisano zracenje je nekorelisano, za razliku od polarisanog koje je korelisano.

10.7 Doplerov efekt i aberacija svetlosti

Tenzor jacine polja ravnog monohromatskog talasa je oblika

e = fuveitet-ten) (10.7.57)

gde su f‘“’ konstantne amplitude. Za posmatraca iz drugog inercijalnog sistema, S” tenzor jacine
polja mora imati isti oblik, ali su sve veli¢ine primovane

F/,u/ _ fllwe—i(w't'—k"rl) . (10758)
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2 s

Y

Slika 10.4: Doplerov efekat

Posmatrac u sistemu S’ takodje vidi elektromagnetni talas, ali sa promenjenom frekvencom w’ i
talasnim vektorom k’. Na osnovu zakona transformacije tenzora jacine polja

Y
ptt o
o v fpo —i(wt—kr
= A" A, frrel ) (10.7.59)
zaklju¢ujemo da vaze sledecCe jednacine:
f/p,l/ — A,u,pAl/gfpa
Wt -k r=wt—k-r. (10.7.60)

Faza talasa je skalar (invarijanta). Fazu talasa £(ct)

skalarnog proizvoda vektora polozaja x* i vektora k*

k - r mozemo da prepisemo u obliku

(¢, k). Dakle

%(a&) — k-1 =kt (10.7.61)
Cetvorovektor k* se naziva talasni ¢etvorovektor. Lako se vidi da je k,k* =0, tj. on je vektor
nulte norme (svetlosnog tipa). Kao i bilo koji drugi ¢etvorovektor i talasni vektor pri Lorencovim
transformacijama se menja prema k' = A" k¥, gde su k" komponente talasnog ¢etvotovektora
u sistemu S’ dobijenog Lorencovom transformacijom sistema S. Konkretno pri boostu duz z-ose
veza izmedju frekvenci i Dekartovih komponenti talasnog vektora u dva sistema je
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w'/e v =Py 0 0\ [w/c
: |l |8 v 00 ke
; 0 0 10 ky, |’
K. 0 0 01 k,
odnosno
Ry T ey O T (10.7.62)

_ 2 _ 2
c2 c?

Neka se u koordinatnom pocetku sistema S’ nalazi izvor svetlosti frekvence w’' = wy, ovo je
sopstvena frekvenca, jer izvor miruje u ovom sistemu (slika 10.4). Sa 6 smo obelezili ugao koji
talasni vektor zaklapa sa x—osom u sistemu S. Dalje je k, = kcosf) = % cos@ pa je frekvenca
talasa koju registruje posmatrac u S

" wo . (10.7.63)

Ova promena frekvence je Doplerov efekat.
Ugao koji pravac talasnog vektora, k' zaklapa sa 2’ je ' za posmatraca u sistemu S’, se
dobija da iz
k/
tan¢' = 2 . (10.7.64)

T

Lako se dobija da je veza izmedju uglova 6 i 6’ data sa

; 2
tan 6’ = _csinf - (10.7.65)

ccosf — v c?

Uglovi pod kojima se svetlost kreée nisu isti za posmatrace iz S i S’. Ova pojava je poznata pod
imenom aberacija svetlosti.

10.8 Termodinamicki ravnotezno zracenje u supljini

Analizira¢emo elektromagnetno polje u Supljini. Atomi (molekuli) materijala koji se nalazi na
zidu Supljine pri prelazu sa visih na nize nivoe emituju zracenje u Supljinu. Pored emisije zracenja
na zidu Supljine vrsi se i obrnut proces, tj. apsorpcija zracenja. Posle nekog vremena dolazi
do uspostavljanja termodinamicke ravnoteze izmedju supstance na zidovima Supljine i zrac¢enja.
Tada se emitovana i apsorbovana energija izjednace. U stanju termodinamicke ravnoteze zracenje
je homogeno i izotropno. Temperatura zracenja je temperatura supstance na zidovima Supljine.
Toplotno zracenje u Supljini karakteriSe se gustinom energije polja
1 1

= ¢E’+ —B?.
u 260 + 2#0
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Spektralna gustina energije u,, je gustina energije zracenja ¢ija je frekvenca izmedju w i w + dw,
tj.

u—/ uydw . (10.8.66)
0

Spektralna gustina energije zavisi od frekvence i temperature zracenja, a ne zavisi od vrste
supstance na zidovima Supljine. Ovo je tzv. Kirhofov zakon. On se lako pokazuje. Neka
imamo dve Supljine na istim temperaturama ali sa razli¢itim supstancama na zidovima. Jedna
supstanca vise apsorbuje zracenje, a druga manje. Kad spojimo Supljine onda bi temperatura
u onoj Supljini ¢ija supstanca vise apsorbuje porasla. Izmedju ove dve Supljine pojavila bi se
razlika temperatura bez utroska rada. To je nemogucée prema drugom principu termodinamike.
Zakljucujemo da spektralna gustina energije zracenja u Supljini ne zavisi od vrste materijala na
njenim zidovima.

Apsolutno crno telo je telo koje apsorbuje svu energiju koja na nju padne i to za svaku
frekvencu. Naravno ovu energiju zatim crno telo i izraci.

Uzecemo da elektromagnetni potencijali zadovoljavaju Kulonov kalibracioni uslov divA =
0,¢ = 0. U ovoj kalibraciji elektromagnetno polje je kompletno odredjeno vektorskim potenci-
jalom, koji zadovoljava talasnu jednacinu

1 0%A

Partikularno resene talasne jednacine (10.8.67) trazi¢éemo u obliku Ay (t)e™ T, gde je k konstantan

talasni vektor. Zamenom partikularnog resenja u jednacinu (10.8.67) dobijamo

Ay + PK2AL =0 (10.8.68)

:I:iwkt

odakle je Ay ~ e , gde je wy = c|k|. Dakle partikularna resenja jednacine (10.8.67) su

g(k)eFiwrttikr (10.8.69)

gde je e(k) vektor polarizacije. 1z divA = 0 sledi k - e(k) = 0. Vektor polarizacije lezi u ravni
ortogonalnoj na vektor k pa prema tome postoje dva nezavisna vektora polarizacije, €, (k), o =
1, 2 koja smo indeksirali indeksom o. Ta dva stepena slobode ravnog monohromatskog talasa su
njegove dve polarizacije. Neka ravan monohromatski talas propagira duz z— ose, tj. k = kes.
Za dva nezavisna vektora polarizacije mozemo uzeti €1(k) = e, €2(k) = e3. To su dva linearno
polarizovana talasa. Vektori polarizacije

ea(k) = A% (10.8.70)

V2
opisuju kruznu polarizaciju. Vektori polarizacije su ortonormirani

o (k) - €5 (K) = 0,0r. (10.8.71)

o
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Uzetemo da je e,(—k) = €% (k). Na ovaj nac¢in vektori polarizacije talasa talasnog vektora —k
odredjeni su preko vektora polarizacije talasa impulsa k.
Dalje ¢emo pretpostaviti da vektorski potencijal zadovoljava periodi¢ne uslove:

A(t,z+ L1,y,2) = A(t,z,y,2)

A(t,x,y+ Loy z) = A(t,x,y,2)

A(t,z,y,z+ L3) = A(t,x,y,2) . (10.8.72)
Na prvi pogled uslovi periodic¢nosti deluju suvise restriktivno. Medjutim, uvek mozemo uzeti

da Ly, Ly i L3 teze beskonacnosti. Ovi uslovi primenjeni na partikularno resenje (10.8.69) daju
diskretan spektar talasnog vektora

K — 27T<_ el _> : (10.8.73)
gde su ny,ny i n3 celi brojevi. Lako se vidi da je
/ Pre! KT = Vide | (10.8.74)
Vo
gde je Vo = L1LoL3 zapremina jedne ¢elije. Takodje vazi
/ Bre® T — Vg (10.8.75)
1%

gde je V zapremina cele Supljine.
Za fiksni talasni vektor k jednacina (10.8.67) ima ¢etiri nezavisna resenja

£, (k)eFiwnttikr (10.8.76)

Napisimo opste resenje talasne jednacine (10.8.67)
= 1

Alt,r) = —( »(k)e, (k)e i @rt=kr) L g (_k)e,(—k Mt*k'ﬂ) . (10.8.77

0= 23 s (e e (ke (~K)e (108.77)

gde smo u drugom sabirku napravili smenu k — —k. a,(k) i b, (k) su koeficijenti. Uslov realnosti
vektorskog potencijala daje b,(—k) = a’ (k). Dakle, vektorski potencijal je

INEDY 1 <ao(k)€g(k)6_i(“’“t_k'r) + a;(k)sg(k)e“wkt—kﬂ) . (10.8.78)

Iz vektorskog potencijala nalazimo elektri¢no polje

8A 2 (,,(_)k . . .
E=-"—=i) Y /o5 (a,(k)e,(k)e ) — qf (k)ek (k)= ) . (10.8.79)
at k o=1 2V€0 < )
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Ako sa N obelezimo broj ¢elija u supljini onda je energija elektricnog polja

1 N
We = 2/d3T60E2 2 d3T€0E2

Vo
- N/ 22 L (g () (€ ) () - 0 (el n i
/ kkl
CL(,(k)CLZ/(k/)EU(k) (k/) —i(wk—wys )t+i(k—k’)r +C.C.> , (10880)

gde c.c oznacava kompleksnu konjugaciju. Primenom (10.8.74) i relacija otrogonalnosti za po-
larizacione vektore dobijamo da je energija elektricnog polja u Supljini data sa

= %Z > w (ai(k)aa(k) - %ao(k)aa(—k)e‘m’“t - %ai(k)ai(—k)emkt> . (10.8.81)

k o=1

Magnetna indukcija je

2
1 . . :
— — —i(wit—ikr) % * i(wit—k-r)
B =rotA =i ; ; Tes <ag(k)(k X g,(k))e "k ar(k)(k x 5 (k))e"“* > :
(10.8.82)
Energija magnetnog polja u supljini je
N
W, = d*rB? . (10.8.83)
2:“0 Vo
Nakon pravolinijskog racuna uz primenu
(k x €5(k)) - (k x €5(k)) = kK?e (k) - €5 (k) = k*Ipor (10.8.84)
dobijamo
R 1 1
Wi = 5 ; ;wk (aj;(k)ao(k) + 50 (K)ap (K)o + Ea;ﬁ(k)a;(k)e%‘“kt) (10.8.85)
Energija elektromagnetnog polja u Supljini je
2
W=Wet Wi =) > wia(k)ay (k) . (10.8.86)

k o=1
Uvedimo koordinate

a,(k,t) = a,(k)e
at(k,t) = a(k)e ™ (10.8.87)

o o
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pa energija polja u Supljini postaje

2
W=>" way(k,t)a,(k,t) . (10.8.88)
k o=1
Sa koordinata a,(k,t) i a’(k,t) preéi¢emo na nove (realne) koordinate

Q.(k.1) — \/217<a0(k 1)+ a . 1))

Pk, t) = Z\/?(ag(k t) — a*(k, t)) (10.8.89)

Prelazak sa kompleksnih koordinata a,(k,t) i ia’(k,t) na Q,(k,t) i P,(k,t) je kanonska trans-
formacija®. Energija elektromagnetnog polja (10.8.86) u ovim koordinatama postaje

2

ZZ P2(k,t) + wlQ>(k, ) ZZHM . (10.8.94)

k o=1 k o=1

Hamiltonijan polja u supljini smo predstavili kao sumu beskona¢no puno energija neintereagujucih
harmonijskih oscilatora. Kanonske, tj. Hamiltonove jednacine kretanja su

- aI——,k(r
k — = P,(k
) = S = (k)
. OHy » 9
P,(k) = — — = —w Q. (k) . 10.8.95
() = — o = —42Q, (k) (10.8.95)
Kombinovanjem ovih jednacina dobijamo
Qn(k) +w}Qu (k) =0, (10.8.96)

4Transformacija faznih promenljivih

¢ — Qi =Qi(q1,---,qn,P1,- -, Pn,t)
pi = P =Piq1,-,Gn,P1, -, Pnst) (10.8.90)
je kanonska ako i samo ako su fundamentalne Poasonove zagrade nepromenjene pri ovim transformacijama.
Dakle, iz
{gi,p5} = dsj, {ai,q;} =0, {pi,p;} =0 (10.8.91)
treba da sledi
{Qi, Pj}ap = 6ij {Qi, Qj}ap =0, {Ps, Pj}gp =0 (10.8.92)

Poasonove zagrade izmedju novih koordinata i impulsa su definsane prema

" 0Q; 0P,  0Q; OP;
P = 10.8.93
{Qi: P Hap l};( S o o 9 (10.8.93)

i analogno za ostale. Druga, ekvivalentna definicija kanonske transformacije je da ona ne menja formu
Hamiltonovih jednacina.
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tj. Q,(k) su normalne koordinate.

Pokazali smo da elektromagnetno zracenje u Supljini mozemo da predstavimo kao beskonacno,
ali prebrojivo mnogo neintereagujuc¢ih oscilatora.

Uzmimo da je L; — oo, @ =1,2,3 pa Vj — V. Broj oscilatora ¢iji je talasni vektor izmedju
kik+dkje

2V VE2dkdQ

2 Prk=9o "
(2m)3 (2m)3
Faktor 2 je prisutan zbog ¢injenice da za svaki talasni vektor k postoje dva oscilatora. Kako je
k = w/c to je broj oscilatora ¢ije su frekvence u intervalu (w,w + dw) dat sa

2dn,dn,dn, = (10.8.97)

2
dn, = W—wdw dQ =
(2m)3¢3

WV
.3 dw . (10.8.98)
Spektar energija kvantnog oscilatora frekvence w je &, = hw(n + %), gdejen =1,2,....

Konstantni clan u izrazu za energiju n—tog nivoa oscilatra ¢emo ignorisali. Srednja energija
oscilatora se lako nalazi u formalizmu kanonskog ansambla na slede¢i nacin

nhw

_ >on Sne’%‘ >, nhwe™ ’ T

gw pum pu—
" e~ i >on P
hw
= — . (10.8.99)
ert — 1
Odavde je gustine energije oscilatora frekvence u intervalu (w,w + dw)
E.dn
d » — w w
B Vv
w1
— - dw . 10.8.100
w23 ot — 1 w ( )
Velicina P 1
u,(T) = — (10.8.101)

w23 ent — 1
predstavlja spektralnu gustinu energije. Vidimo da ona zavisi od temperature i frekvence. Dobili
smo Plankov zakon zracenja. Plankova kriva je prikazana na slici 10.5. Pri dobijanju Plankovog
zracenja prvo smo pokazali da je elektromagnetno polje u Supljini ekvivalentno sistemu nein-
tereagujucih oscilatora, a zatim smo uzeli da su oscilatori kvantni. Integracijom spektralne
gustine energije po frekvencama dobijamo gustinu energije elektromagnetnog polja u Supljini

h > widw

W(T) = /Ooouw(T)dw:—

T2 Jo  err — 1
_h (kT)4/°° r3dx
w23\ h o er—1

= —oT*. (10.8.102)
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Uy

w

Slika 10.5: Plankova kriva

Ovaj rezultat je poznat kao Stefan-Bolemanov zakon. Primenili smo integral

[e’e) 3d 4
/0 :; _xl - % . (10.8.103)

Konstanta
w2k

o = —
60c%h?
je Stefan-Bolcmanova konstanta. Emisivnost crnog tela predstavlja energiju koju ono izraci u
jedinici vremena po jedinici povrSine normalnoj na pravac emitovanja energije. Emisivnost crnog
tela je

I= = -—u=o0T". (10.8.104)




Glava 11

Retardovani potencijali i zracenja

Prva dva poglavlja ova glave posve¢ena su nalazenje elektromagnetnih potencijala za proizvoljnu
raspodelu vremenski promenljivih gustina naelektrisanja i struja. Ovi potencijali su poznati
pod nazivom retardovani potencijali. ReSenje jednacina za potencijale je nadjeno pomocu tzv.
retardovane Grinove funkcije za talasnu jednacinu. Dacemo dva nacina za nalazenje Grinovih
funkcija. Naredna poglavlja posveéena su zracenju sistema naelektrisanja. Prvo je analiziran
nerelativisticki, a zatim i relativisticki slucaj.

11.1 Grinova funkcija. Retardovani potencijali

Cetvoropotencijal A* u Lorencovoj kalibraciji zadovoljava jednacinu

OA* = pojg" (11.1.1)
odnosno
1 0%
“Eom = M
AA—%%? . (11.1.2)

Skalarni potencijal i Dekartove komponente vektorskog potencijala zadovoljavaju nehomegenu
talasnu (Dalamberovu) jednacinu

1 0%y

— = — = —Anf(t,r 11.1.3

SO = () (11.1.3)
gde je v = ¢, Ay, Ay, A., aizvor f je proporcionalan sa gustinom naelektrisanja odnosno kom-
ponentama gustine struje. Granica oblasti prostora u kojem trazimo resenje talasne jednacine,
¥ (t,r) je u beskonacnosti. Grinova funkcija za ovu jednac¢inu je definisana jedna¢inom

(A 1 02

2o

)Gmuwiq:—hﬂmu—wm@—y% (11.1.4)

187
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odnosno
0.G(z,2") = 4erd@ (z — ') | (11.1.5)

gde su z# = (ct,r) i 2" = (ct’,r’) éetvorovektori polozaja.
Lako se vidi da je

W(t,r) = /OO dt’/d3r’G(r,t,r’,t’)f(t’,r’) + o(t, ) (11.1.6)

resenje jednacine (11.1.3), gde je 1(t,r) resenje homogene talasne jednacine.
Funkcije ¢(t,r) i f(t,r) ¢emo spektralno razloziti

Y(t,r) = %/Z dwi, (r)e ™" (11.1.7)
odnosno -
ft,r) = %/_m dwf,(r)e ™" . (11.1.8)
Zamenom u (11.1.3) dobijamo
2
<A + i—z)%(r) = drf(r) . (11.1.9)

Furijeove amplitude 1),,(r) zadovoljavaju nehomogenu Helmholcovu jedna¢inu. Grinova funkcija,
Gy(r,r’) za ovu jednac¢inu je definisana jedna¢inom

(& + ) Ga(r,x") = —4m6O(x —x"), (11.1.10)

gde je k = w/c. Zbog translacione invarijantnosti Grinova funkcija Gg(r,r’) zavisi od razlike
vektora r i r’; tj. od R = r —r’. Zbog sferne simetrije Grinova funkcija zavisi samo od
intenziteta vektora R. Jednacina (11.1.10) postaje

2
%dd_RQ(RGk) 412Gy — —4n6D(R) . (11.1.11)

U oblasti R # 0 resenje ove jednacine je

Gu(R) = A— + B : (11.1.12)

gde su A i B integracione konstante. Delta funkcija na desnoj strana jednacine (11.1.11) je
znacajna za malo R.
Za k = 0 jednacina (11.1.10) postaje jednacina za Grinovu funkciju u statickom slucaju pa
je
1 1

- (11.1.13)

Go= lr — 1’| "R
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Odavde zaklju¢ujemo da je A+ B = 1. ReSenje nehomogene Helmholcove jednacine (11.1.9) je

h,(r) = /dgr'Gk(r —r')f,(r)) (11.1.14)
pa je resenje nehomogene talasne jednacine (11.1.3) dato sa
vier) = oo [ duvatme
r) = — w,(r)e
’ 2r )

1 [~ ,
— %/_Oodw/d?)r’Gk(r,r’)fw(r')eMt
1 [~ oy
= 2—/ dt’/d3r’f(t’,r’)/dek(r—r/)ew(t b (11.1.15)
™ — 0o
Poredjenjem sa (11.1.6) dobijamo Grinovu funkciju za nehomogenu talasnu jednac¢inu

1 [ _y
G(r,t,r' t) = 2—/ dwGj(r,r")e =t (11.1.16)

T J-0

Dva partikularna resenja jednacine (11.1.10)

G (R) = (11.1.17)

daju dve partikularne Grinove funkcije za nehomogenu Dalamberovu jednac¢inu. One su date sa

1 00 eiikR

GO tr't) = oo | dw—pme
1 lr —r’|
- 5<t’— ‘ ) . 11.1.18
] (tF - ) ( )
Njihova linearna kombinacija
G(r,t,r' t") = AGH (r,t,r' t') + (1 — A)G (r,t,r', 1) (11.1.19)

je takodje Grinova funkcija. Izbor konstante A odredjen je grani¢nim uslovom.
Analizirajmo prvo Grinovu funkciju G, tj. slucaj A = 1. Odgovarajuce polje () je dato

Sa
A (R
o H(t,r) = / d3r’dt’< 0 ) F(x") + un(t,r)
1y x|
- /d%’f(r"rt_r,'c >+¢m(t,r). (11.1.20)

U ovom izrazu sa ¢, (t,r) obelezili smo homogeno resenje. Iz oblika resenja (11.1.20) vidimo
da je vrednost polja ¥t u trenutku ¢ u tacki r odredjena sa vrednoséu izvora f u tackama r’
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u trenutku vremena t — @ Ovaj vremenski trenutak je pre trenutka ¢, tacno za vreme koje
je potrebno signalu da stigne iz tacke r’ u r. Grinova funkcija G*) naziva se retardovanom
Grinovom funkcijom. Retardovana Grinova funkcija je za t < t’ jednaka je nuli. Fizicki smisao
resenja (11.1.20) je da u dalekoj proslosti, ¢ — —oo imamo inicijalni talas 1;,. Grani¢ni uslov

W(t,r) = Yy (t, 1), kad t - —o0 (11.1.21)

je tzv. retardovani granic¢ni uslov. Primena retardovanih granic¢nih uslova je u skladu sa nasim
shvatanjem kauzalnosti u klasi¢noj fizici.

Grinova, funkcija G() se naziva advansiranom Grinovom funkcijom. Polje ¢(7)(¢,r) je dato
sa

St —(t+ &
VO(tr) = /d3r’dt’< ( C>>f(t/7r/)+wout(t7r)

R
r’,t——‘”r/‘
- JerlS o) . (11122)

U trenutku ¢ u tacki r polje /(=) (¢, r) odredjeno je vrednoséu izvora u kasnijem trenutku vremena

t—l—lrf—crll. Zato se ova funkcija naziva advansiranom. Zat — 0o ona je jednaka nuli. Advansirirani
grani¢ni uslov je
Y(t,r) = Youe(t,r), kad t — oo, (11.1.23)

Sto znaci da u dalekoj buduénosti imamo talas 1,,;. ReSenje sa advansiranom Grinovom funkci-
jom je
Y (t,r) = / dt’ / Br'G (e, v ) (1)) + Yot 1) . (11.1.24)

U klasi¢noj elektrodinamici koristimo retardovane granicne uslove, jer je time ocuvana kauzal-
nost. Retardovani potencijali elektromagnetnog polja su

A L |
o) = o [t )

47eg lr —r/|
. [r—r’|
Ko J(I",t— c )
A(t,r) = y d®r’ F (11.1.25)

11.2 *Alternativno izvodjenje Grinove funkcije

U ovoj lekciji na¢icemo Grinovu funkciju za talasnu jednac¢inu na jo§ jedan nacin. Grinova
funkcija G(x,z") zadovoljava diferencijalnu jednacinu

0.G(z,2') = 4ncd™® (z — ') . (11.2.26)
Grinovu funkciju i ¢etvorodimenzionu delta funkciju razlozi¢emo u Furijeove integrale prema
d4k; ~ —ik(x—x'
dk /
4 o —ik(z—2x
oWz —2a') = / i’ (=2 (11.2.27)
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(W
Imw

-ck ck R

* * Rew

Cr

t>t

Slika 11.1:

G (k) je Furijeova amplituda Grinove funkcije. Granica oblasti prostor-vremena je u beskona¢nosti
pa zbog translacione simetrije Grinova funkcija zavisi od razlike x — 2/. Takodje uzeéemo da
je k* = (%,k) pa je k- = wt — k- r. Iz prethodnih jednacina sledi da je Furijeova amplituda

Grinove funkcije odredjena jednacinom

k2G(k) = —4me (11.2.28)
odnosno
w2 2 jod
(g —k )G(k) — _4rc. (11.2.29)
Prema tome imamo 4
~ Tc
2

Zamenom ovog izaraza u izraz za Grinovu funkciju dobijamo

Glo— o) = —tme [ LF M0 1.2.31
_ - _ 11.2.
(@) = —nd [ S (11.2.31)

odnosno , ot
d k . ’ > 6_“" -
Glx—12') = —4rc® | —— “"0‘—”/ dw——— . 11.2.32
(x — ') e /R3 (27r)46 - W e ( )

Integral po promenljivoj w je divergentan zato sto podintegralna funkcija ima polove u tackama
w = £clk|. Imamo dve opcije ili da zaboravimo integral (11.2.32) ili da ga dobro definiSemo.
Gornji integral ¢emo razmatrati kao integral u kompleksnoj w ravni. Polove +c|k| é¢emo in-

finitezimalno pomeriti sa realne ose. Ovo se postize zamenom w — w + 2€ u imeniocu integrala
(11.2.32). Dakle umesto (11.2.32) imamo

G(z,a') = —4mc® / Eheer / T e (11.2.33)
r,r )= — C (& w L.
’ " | ) et — ke

gde ¢ — 0. Ovaj integral je konvergentan. Polovi su u tackama w = 4c|k| — ie i oba su u
donjoj komleksnoj w—ravni. Za t > ¢’ konturu integracije dopunjujemo u donjoj poluravni, a



192 GLAVA 11. RETARDOVANI POTENCIJALI I ZRACENJA

za t < t' u gornjoj poluravni, sto je prikazano na slici 11.1. Ovakav izbor je vezan za ponasanje
eksponenta e~ i(fewtilmw)(t=t) 74 veliko |w|. Primenom Kogijeve teoreme za t < t' vidimo da je
G(z —2') = 0, jer u oblasti integracije nema polova i integral po Cr tezi nuli. Razmotrimo sada
drugi slucaj, t > t’. Neka se kontura integracije sastoji od integracije od —R do R po realnoj w
osi i polukrugu, C'z. U oblasti integracije se nalaze dva pola. Takodje, lako se vidi da u limesu
R — oo integral po polukrugu jednak nuli. Primenom Kosijeve teoreme imamo

00 e—iw(t—t ) .
/ dw (w + Z‘E)Q — ck2 = —2m <Resclk| + Res—c\k|>‘9(t _ t,)

) .<e—7jck(t—t’) eick(t—t’)
= —2m —

2ck 2ck
Ovaj izraz ¢emo zameniti u (11.2.33). Dalje ¢emo integraliti po k, prelaskom na sferne koordinate
u k prostoru. Integracijom po sfernim uglovima dolazimo do

)9(15 ). (11.2.34)

Gz —1') = 2;]—‘{ 0 dk <eik(R—c(t—t’)) _ pik(Rc(t—t"))
ik (Re(t=t) | ez‘k(—R—l—c(t—t’)))e(t — . (11.2.35)
Gornji integral se moze prepisati u obliku
_on__°© OO ( —ik(R—c(t—t")) _ ik(R—i—c(t—t’))) o 11.9
G(x —2') R _Oodk; e e ot —1t'), (11.2.36)
pa je
Gz — ') = }%(5(3 —e(t—t)) — 8(R + clt — t’)))@(t —). (11.2.37)

Druga delta funkcija je jednaka nuli pa je

o(l — e+ v)

Glx —2') = g

0t —t') . (11.2.38)

Dobili smo retardovanu Grinovu funkciju. Ona se moze prepisati u kovarijantnom obliku
G (z —2') = 2c0W ((x — 2"))O(t — ') . (11.2.39)

Analogno, smenom w — w — i€ polove pomeramo u gornju poluravani, pa tako dobijamo
advansiranu Grinovu funkciju

G (z,2) = —47ch/ &%k ik (x=r) /Oo dw e . (11.2.40)
’ rs (2m)* oo (w—i€)? — ck?
Primenom Kosijeve teoreme imamo
o0 p—iw(t—t") . /
/_Oo dw R = 2m (Resdk\ + Res,dk‘)@(t —t)

—ick(t—t') 6ick(t7t’)

_ (€ _ r_
- 27m< o o )@(t 1) . (11.2.41)
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Imw
|w
t<t
Cr
-R  _ck ck R Rew
Slika 11.2:

Zamenom ovog rezultata u (11.2.40) nakon integracije po k dobijamo

C

G (z,2') = (5((;@ ) e —r]) — et — ) — |r — r’\))&(t/ 1. (11.2.42)

v — 1’|
Druga delta funkcija je nula pa je advansirana Grinova funkcija data sa

ot =1+ =)

v — 1’|

G(z,2") = ot —t) . (11.2.43)

11.3 Polje na velikim rastojanjima

Neka se sistem pokretnih naelektrisanih Cestica nalazi u ograni¢enom delu prostora. Linearne
dimenzije sistema su reda veli¢ine d. Ova naelektrisanja generisu promenljivo elektromagnetno
polje. Potencijali ovog polja su dati izrazima (11.1.25). Kao i u slu¢aju statickih polja ispita¢emo
karakteristike ovog polja na velikim rastojanjima od izvora, odnosno primeni¢emo aproksimaciju
lr| > |r'| ~ d. Tada je

r—r'|~r—m-r’, (11.3.44)

gde je n = r/|r| jedini¢ni vektor usmeren iz koordinatnog pocetka ka tacki posmatranja. U
imeniocu izraza za potencijale (11.1.25) faktor |[r — r’| zameni¢emo sa vode¢im ¢lanom r. Isti
ovaj faktor se pojavljuje u brojiocu izraza za potencijale i to u argumentu gustine naelektrisanja
odnosno struje. Tu ¢emo ga aproksimirati na sledec¢i nacin

o L L
polemrl gy rypert o mert (11.3.45)
C C C C
gde je
r=t—_. (11.3.46)
C

Vreme 7 je manje od ¢t za vreme koje je potrebno da signal stigne iz koordinatnog pocetka do
tacke r. U brojiocu podintegralne funkcije zadrzavamo ¢lan n - r’/c, a u imeniocu integranda
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ga zanemarujemo. Objasnjenje za ovaj postupak je u slede¢em. Clan n-r'/c je reda d/c i on
predstavlja vreme za koje signal stigne sa jednog na drugi kraj sistema. Za to vreme gustine
naelektrisanja i struje mogu znacajno da se promene, pa nije opravdano da taj ¢lan zanemarimo.
Iz (11.1.25) sledi da su na velikim rastojanjima od sistema potencijali dati sa

1 1 1
o(t,r) =~ /d3r’p<r t—i—F—r r>

47r607° c r

1o 3,( r lr- r)
At =5 d t——+ - . 11.3.47
) ~ 2l f - (11.3.47)

Vodedi ¢lan u razvoju potencijala je oblika 1/r. Koristeéi izraze za potencijale odredi¢emo polja
E i B na velikim rastojanjima od izvora. Polja ¢e takodje biti oblika 1/r, pa se na velikim
rastojanjima od izvora Pointingov vektor ponasa kao 1/r?. Fluks Pointingovog vektora na ve-
likim rastojanjima biée nenulti, jer se povrsina ponasa kao r2. To znaé&i da sistem naelektrisanih
cestica emituje elektromagnetne talase, tj. zra¢i. Magnetna indukcija je

1
B(t,r) = rotA ~ Z—O— /d3r’rotj(r',t0) , (11.3.48)

mr

gde smo uveli oznaku g = ¢ — £ + %‘%/ Pri uzimanju rotora vektorskog potencijala odbacili

smo ¢lan tipa 1/r%. Lako se vidi da je

ot r; x ax;r-r’
0 q

__r @ mrer! 11.3.49
0x; cr + crcr r?2’ ( )

gde su x; i 2 Dekartove koordinate vektora r odnosno r’, pa je

. Z OJr(r’, to) Oto
/ - )
I'OtJ(I' ,to) = 2 8ijk8—toa_xjei
4,5,k
1 aj(rlatO)
= —— - 11.3.50
crr % Oty ( )

Zadrzali smo samo vode¢i ¢lan u prethodnom izrazu. Zamenom (11.3.50) u izraz za magnetnu
indukciju dobijamo

fo N 3,0 ( r 1r- r’>
B(r,t) ~ ——— d’r b= =4 = : 11.3.51
(r,¢) 4 er / o\ c + cr ( )
Slicnim postupkom odredi¢emo i elektriéno polje na velikim rastojanjima od sistema. Lako se
vidi da je
OA ol 0 r lr-r’
ahr' (vt = = - 11.3.52
ot Amr / o\ c + c r ( )

~ 1 3 ,8p(r’,t0) at()
v¢ - 47T€07“/dT 8t0 8961-91

1 r 3,8< ; r+1r-r
N — I' _ =
Amege r? TP\t c ¢ r

Q

) . (11.3.53)
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Prema tome elektri¢no polje je

1 r 0 r lr-r’ Ho 0 r lr-r
E~ @ ( -4z ) /d3’ '(’,t—— - ) 11.3.54
dreger? Ta\* c+c r Amr o \" c+c r ( )

Dalje ¢emo transformisati prvi ¢lan u izrazu za elektricno polje izrazavajuc¢i gustinu naelek-
trisanja preko gustine struje, primenom jednacine kontinuiteta. Naime,

Ip(r',to) _ Op(r’ to) s
’ = ’ =—d 't 11.3.55
ot ot Wil )] ( )
Sa ..| oznacili smo da se pri izracunavanju divergencije uzima da je ty konstantno. Ocigledno
t
je da joe
. 8]'-(1“/ to) 8]"(['/ to) 8750
d ! ! t — < 1 ) (2 ) _)
W3’ fo) Z o, i, oty ot
s r 0j(r’, to)
— divi(e r , 11.3.56
W to) to * cr Oty ( )
Kombinovanjem (11.3.55) i (11.3.56) dobijamo
Op(r’, o) . r Jj(r',ty)
— 2 =d 't _. 11.3.57
ot V(s to) + cr Oty ( )

Izraz (11.3.57) ¢emo zameniti u (11.3.54). Integral ¢lana koji sadrzi divergenciju gustine struje
jednak je, po Gausovoj teoremi nuli. Tako dobijamo

1 n 0 r lr-r’ Lo 0 r lr-r
B L2 [ Dt ) L Ly Ay g
471'80027’/ HE A c+c r drr arI\" c+c r (11.3.58)

Primenom vektorskog identiteta (n-v)n — v =n x (n x v) dobijamo

ENﬂnx<nx/d3’§t (r t——+%rrr>). (11.3.59)

A7y

Elektricno i magnetno polje na velikim rastojanjima od sistema su dati izrazima (11.3.51)
odnosno (11.3.59). Oni su oblika 1/r, §to znaci da sistem zraci elektromagnetne talase. Odmah
vidimo da vazi

E=¢B xn), (11.3.60)

sto je karakteristicno za ravan elektromagnetni talas. Na osnovu geometrije problema je jasno
da su emitovani talasi sferni, ali na velikim rastojanjima od izvora oni su priblizno ravni.

Vazno je naglasiti da je u aproksimaciji koju primenjujemo dovoljno da nadjemo vektorski
potencijal. Iz njega se zatim nalazi magnetno polje, a elektricno se dobija primenom veze sa
magnetnim poljem karakteristicnom za ravne talase.
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11.4 Talasna zona-dipolna aproksimacija

Pretpostaviécemo da je vreme d/c mnogo manje od vremena T koje karakteriSe vremenske
promene funkcija p i j. Za harmonijske izvore vreme T je period, a u opstem slucaju to je vreme
za koje se gustina naelektrisanja odnosno struje znatno izmene. Inverzna velicina 1/T = v je
karakteristi¢cna frekvenca. Dakle, uzimamo da je

n-r' d 1

~e— LT~ (11.4.61)
C 14

C

odnosno
dgcl =M. (11.4.62)

Karakteristicna dimenzija sistema je mnogo manje od talasne duzine na kojoj sistem dominantno
zraCi. Iz d/c < T = d/v, gde je v srednja brzina kretanja naelektrisanih Cestica sistema, sledi

v, (11.4.63)

Aproksimacija koju smo uveli je pretpostavka da se Cestice sistema krecu nerelativistickim brz-
inama. Kombinovanjem dve aproksimacije: d < r i d < A\ dobijamo tri moguce oblasti u
prostoru:

1. d € A < r-talasna (udaljena) zona,

2. d < A ~ r-medjuzona,

3. d < r < A bliska (staticka) zona.

U talasnoj zoni primenom ove dve aproksimacije izrazi za potencijale (11.1.25) postaju

11 dp) mn-r’ 1/n-r'\20%
tr)~—— [ & ’( N2 —( ) gp ) 11.4.64
o(t.r) 4meg r/ rplnr) + Ot lt=r ¢ 2\ ¢ o2 ly=r/ "’ ( 64)
odnosno
o 1 3 (s W 0j] mn-r’" 1/n-1r/\20%
Alt,r)~ —- [ d - - — . 11.4.
(t,r) At r / " <J(T’r )+ Otli=r ¢ 2( c ) ot? t:7'> ( 65)

Izraz za skalarni potencijal ne¢emo koristiti jer smo veé¢ rekli da polja mozemo odrediti na
osnovu izraza za vektorski potencijal. U prvom ¢lanu u razvoju vektorskog potencijala (11.4.65)
pojavljuje se integral

/ d*'j(r,r’) (11.4.66)
v

koji ¢emo dalje transformisati. Podjimo od

0= / d*r'div’(}j) = / dPr'(zdivj +j - ;) (11.4.67)
14 v

/d?’r'jz- = —/d3r'x;divlj = /d?’r'a:;%

odakle je
(11.4.68)

I
T
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gde smo primenili jednac¢inu kontinuiteta. Najnizi ¢lan u vektorskom potencijalu je prema tome

1 dp(t,x’
A(l)(t,r) _ Z_;;/disrl r/ pi?;r) -

1 p(7)
- 11.4.69
drey cr ( )

gde je p elektri¢ni dipolni moment sistema. Sada ¢emo izracunati polja u ovoj aproksimaciji.
Magnetno polje je

1 p(7)
1 _ 1 _
BW(r,t) = rotAW(t,r) = 4wsoc2r0t( " ) . (11.4.70)
Primenom
I"Otp(T) = Eijkajpk(T)ei
1 5e(7)
= ——€; T)T;€;
or jkpk J
1
= —p 11.4.71
() xr (11.471)
dobijamo
1 P(r)xn
BW = . 11.4.72
4drregc? r ( )

Primenom (11.3.60) dobijamo elektri¢no polje

1 (p(r) xn)xn
Amegc? r ’

EW = (11.4.73)

Elektricno i magnetno polje na velikim rastojanjima se ponasaju kao 1/r i odredjeni su sa
elektricnim dipolnim momentom sistema naelektrisanih cestica. Zbog toga se ova aproksimacija
naziva dipolnom. Ravan talas u ovoj oblasti prostora je aproksimacija sfernog talasa emitovanog
od naelektrisanja. Sistem zra¢i elektromagnetne talase i zato se ova oblast prostora naziva
talasnom zonom.

Pointingov vektor u talasnoj zoni je

1
S, = —(ExB)= B
Ho Ho
1 (B(r) xn)
= . 11.4.74
(4eg)2c® o 72 " ( )

Element povrsine (slika 11.3) na rastojanju r od koordinatnog pocetka je dS = r2dQn, gde je
d€) prostorni ugao. Energija koja u jedinici vremena prodje kroz ovu infinitezimalno malu povrs
u talasnoj zoni je

1 (p(r) x n)?
4megc? 47

dP =8, dS = dQ . (11.4.75)
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ds

dQ

Slika 11.3:

Izracena snaga (ili intenzitet zracenja) u jedini¢ni prostorni ugao u dipolnoj aproksimaciji je

dp 1 (p(r) x n)? .

— = 11.4.
dQ  4mwegc 4T ( 76)

Primenom ove formule mozemo odrediti angularnu raspodelu snage zrac¢enja jedne naelektrisane
¢estice, ¢. Dipolni moment u ovom slucaju je p = qr, pa je uglovna raspodela snage zracenja
data sa

dP
dQ
gde je 6 ugao izmedju ubrzanja cestice i orta n. Vidimo da naelektrisana cestica zraci ako se
krece ubrzano.
Integracijom uglovne raspodele snage zracenja po celom prostornom uglu dobija se ukupna
snaga (intenzitet) zracenja

~ |[v|*sin® 6 , (11.4.77)

1 1 s 2m
P = — [ do desin 0(p 2
Trec am /0 psinf(p(7) X n)
1 ..
1 Gl

(11.4.78)

Dobili smo tzv. Larmorovu formulu. Rezultat je naravno nadjen u dipolnoj aproksimaciji. Pri
integraciji u prethodnoj formuli koristili smo

(B(r) x n)? = 5 — (- )’ (11.4.79)
i integrale
s 2w
/ d@/ d¢sind = 4n (11.4.80)
0 0
™ 27 4
/Ode/o desinOnm; = gaij, (11.4.81)

gde su n; Dekartove koordinate orta n.
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Primer 1. Klasican elektronski gas koncentracije ng nalazi se u spoljasnjem magnetnom
polju B. Raspodela elektrona po brzinama data je Maksvelovom raspodelom. Temperatura
gasa je T'. Srednje rastojanje izmedju elektrona je veliko u poredjenju sa talasnom duzinom emi-
tovanog zracenja. Odrediti intenzitet zracenja jedinice zapremine gasa u dipolnoj aproksimaciji.
Resenje: Jednacina kretanja elektrona je mr¥ = —ewv,; B | gde je v, normalna projekcija brzine
elektrona. Uze¢emo da je magnetno polje usmereno duz z—ose. Snaga zracenja od jednog
elektrona je, po Larmorovoj formuli, data sa

2
e'v? B

P1 = 5
6megm

(11.4.82)

Koncentracija elektrona ¢ija je brzina u intervalu (v, v+dv), odredjena je Maksvelovom raspode-

lom

3/2 .2
dn(v) = n0<2:;T> e 2T dv,yduydo, . (11.4.83)

Kako je v* = v} +v? to je dv,dv, = 2mv,dv,, to je koncentracija elektrona ¢ije su brzine u
intervalu (vy,v; +dv, ) data sa

m 3/2 _rm;2l o0 mv2
dn(vy) = no( ) e 2 2, dvug dv,e” 2°1

2nkT

- "OIZ; UL~ gy, (11.4.84)
Ukupna izracena snaga po jedinici zapremine je onda
e'B%ng [ mod
P= [ Pd — Sem i du, 11.4.85
/ dn(v,) = 6megmkT / vie = ( )
Nakon integracije dobijamo
e*B?n,
P = kT . 11.4.86
3megm3 ( )

Primer 2. Pokazati (11.4.81) i

/ d9/ d¢sinOn;n;ng, =0
/ dQ/ dgb sin Qninjnknp = 1—7;)-(61]5]@ + (51';95]'1) + 5ip5jk) . (11487)
0 0

Resenje: Svi integrali su trodimenzionalni tenzori odgovarajuéeg ranga koji ne zavise od sfernih
uglova. Izraz (11.4.81) je simetrican tenzor drugog reda, pa jedino moze biti proporcionalan

Kronekerovoj delti, tj.
™ 2
/ d@/ dd) sin Qn,;nj = C(SZ] s
0 0

gde je C' konstanta. Ovu konstantu mozemo dobiti ako npr. fiksiramo indekse i = j = 3 i
izracunamo integral. Preostali identiteti se slicno pokazuju.
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Odredimo sada impuls koji sistem naelektrisanih cestica izrac¢i. Polazna tacka je teorema
impulsa. Promena ukupnog impulsa unutar neke oblasti u jedinici vremena data je sa

d
d—(Pmeh + Pf) = % TdS ) (11488)
t s

gde je T" Maksvelov tenzor napona. Koristeéi ¢injenicu da je u talasnoj zoni polje ortogonalno
na vektor n jedini doprinos izrac¢enom impulsu potice od ¢lana sa gusinom energije elektromag-
netnog polja u tenzoru napona. Tako dobijamo da je izraceni impuls dat sa

dP 1
T /T22|Sp|ndQ . (11.4.89)

Sa druge strane mi znamo da je angularna distribucija snage zracenja data sa

o =Sy (11.4.90)
pa je
aP 1 a2
@28 an. 11.4.91
at /cdtdQnd (11.4.91)

Zamenom izraza za angularnu distribuciju snage dipolnog zracenja (11.4.76) dobijamo da je
izra¢eni impuls jednak nuli.

11.5 Spektralna raspodela zracenja

U ovom poglavlju analiziracemo spektralne karakteristike zracenja. Umesto da odredjujemo
energiju koju sistem izrac¢i u jedinici vremena, u ovom paragrafu, odredi¢emo izracenu energiju
po jedini¢nom intervalu frekvenci.

Vektorski potencijal na rastojanjima znatno veé¢im od dimenzija sistema dat je sa (11.3.47).
Furijeova amplituda vektorskog potencijala odredjena je sa

A,(r) = / dtA(t,r)e™" . (11.5.92)
Zamenom izraza za vektorski potencijal iz formule (11.3.47) u (11.5.92) nalazimo

iwr/c
Mo €
Aulr) =

/ 'y, (r)e kT (11.5.93)
gde smo uveli vektor propagacije k = £n. Izraz (11.5.93) postaje

iwr/c
Aur) =" (11.5.94)

A7 7
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gde je j,x Furijeov transform gustine struje i u prostoru i u vremenu. Furijeova amplituda
magnetnog polja se dobija Furijeovom transformacijom u izrazu (11.3.51). Rezultat je

iwr/c
.

e T (11.5.95)

AT ¢ r

B, (r)

Furijeove amplitude vektorskog potencijala i magnetnog polja se, za velika rastojanja od sistema,
ponasaju kao 1/r i zavise od spektralnih karakteristika izvora. Skalarni potencijal i elektricno
polje se dobijaju analogno. Za dalju analizu oni nam nisu bitni. Slede¢i korak bi bio uvodjenje
aproksimacije wd/c < 1 u eksponentu podintegralnig izraza (11.5.93). To izvodjenje ¢emo ovde
izostaviti, jer su rezultati analogni rezultatima iz prethodnog paragrafa. Spektralne karakteris-
tike zracenja dobi¢emo iz krajnjih rezultata za izracenu uglovnu raspodelu snage.

Ukupna energija koja se u pravcu orta n izra¢i u prostorni ugao dfQ je

/ dtS,(t,r) - nr’dQ = i/ dtB?(t,r)r*dQ . (11.5.96)
—o0 Ho J—co

Da bismo ovaj izraz dalje transformisali, izves¢emo jednu pomoc¢nu formulu. Neka je F' = F(t)
realna funkcija vremena. Furijeovom transformacijom ove funkcije imamo

o0 1 oo o0 oo . .,
/ dFOP = o / dt / dw / dw'F, F* e iwitist
— 50 T —00 —00 —00
1 o

= — dwF,F,
2 J_ o
1 [ 9
T Jo

U zadnjem redu koristili smo da ¢injenicu da je funkcija F'(t) realna, pa je F = F_,, . Primenom
(11.5.97), izraz (11.5.96) postaje

/ dtsp(t,r)mr?dQ:er?i/ dw|B. (1), (11.5.98)
—00 HoT Jo

gde smo sa integracije po vremenu presli na integraciju po frekvencama. Totalnu izracenu
energiju u pravcu n predstavi¢emo u obliku

> odk
dtS,(t,r) - nr?dQ = dQ d . 11.5.99
[ st | v (115.99)
Poredjenjem vidimo da je
d25 Mo .
o0 = 167r3cw2b°”k x n|? . (11.5.100)

Ovaj izraz predstavlja spektralnu distribuciju izracene energije po jedini¢nom prostornom uglu,
tj. izraCenu energiju po jedini¢nom intervalu frekvenci i po prostornom uglu u smeru orta n.
U daljem izlaganju ogranic¢i¢emo se na elektri¢cno dipolno zracenje. Elektricni dipolni moment
sistema ¢emo spektralno da razlozimo

oo

p(t) = —/ dwpge ™", (11.5.101)
m

—0o0
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pa je
1 [ .
p(t) = —2—/ dww’p,e " . (11.5.102)
™ —0oQ

Pointingov vektor u talasnoj zoni i u dipolnoj aproksimaciji dat je izrazom (11.4.74). Pon-
avljajuéi proceduru iz prvog dela ovog paragrafa dobijamo spektralnu disprtibuciju dipolnog
zracenja

d*& 1

dwdQ — 16m3epc3
Integracijom po uglovima mozemo odrediti izracenu energiju po jedini¢nom intrvalu frekvenci.
Mi ¢emo do ovog izraza doc¢i polazeéi od Larmorove formule. 1z nje sledi da je energija, u dipolnoj
aproksimaciji, koju sistem emituje u svim pravcima u vremenskom intervalu (—oo, c0) data sa

wpe x n|? . (11.5.103)

P /oo atlpo) (11.5.104)

B 3
6mepc’ J_ o

Primenom rezultata (11.5.97) izracena energija postaje

1 o0
/ dww|py|? (11.5.105)
0

672¢9c3

Iz ovog izraza vidimo da je spektralni intenzitet zracenja, tj. emitovana energija po jedinicnom
intervalu frekvenci u svim pravcima data sa

d& 1

T = _67T26003W4|pw|2 , (11.5.106)

Spektralni intenzitet zracenja je proporcionalna cetvrtom stepenu frekvence zracenja.

11.6 Kocenje zracenjem

Ubrzana naelektrisana cestica gubi energiju usled zracenja. Promena energije cestice za vreme
dt je

qz 2
dé. = — v dt
67reoc3v (7)
e
= — vdv . 11.6.107
67T€OC3V M ( )

Sa druge strane promena kineticke energije ¢estice jednaka radu sila koje deluju na cesticu
to
AT = / Fioq - vdt . (11.6.108)
t1

Ovo nam omogucava da gubitak energije naelektrisane Cestice na zracenje interpretiramo kao
rad fiktivne sile, koju nazivamo silom radijacionog trenja ili silom kocenja zracenjem, F..q.
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Napomenimo da nismo uveli silu radijacionog trenja delovalo bi da zracenje ubrzane naelektrisane
cestice je nekonzistentno sa teoremom energije. Cestica gubi energiju, a da pri tom na nju ne
deluje nikakva sila. Ova nekonzistentnost se trivijalno resava, jer nismo uzeli da pored cestice
imamo i elektromagnetno polje koje nosi deo energije.

Polazimo od
q2 [3) to
— / vdv = / Floq - vdt (11.6.109)

3
6’/T€00 tl tl

primenom parcijalne integracije i ignorisanjem ¢lana

)

v-\'ft (11.6.110)
1
dobijamo silu radijacionog trenja ,

F,o — 67Tq€(]63v . (11.6.111)
Jednacina kretanja Cestice koja zraci je

mt = Fo + Fraq (11.6.112)

i ona ima smisla ukoliko je |Fo| > |Fraql-

11.7 Magnetno dipolno i kvadrupolno zracenje u talasnoj
zoni

U paragrafu 11.4 analizirali smo najnizi ¢lan u razvoju vektorskog potencijala (11.4.65). Taj
¢lan sadrzi elektriéni dipolni moment, pa je i cela aproksimacija poznata kao elektriéna dipolna
aproksimacija. U vecini primera ova aproksimacija je dovoljna za analizu zrac¢enja. Medjutim,
ukoliko je npr. elektri¢ni dipolni moment sistema jednak nuli, potrebno je da odredimo doprinos
zracenju od narednog ¢lana u razvoju potencijala. Taj ¢lan je

1 dj(t,r’)
AP(t,r) = /d3’ T2 11.7.11
(t,x) Areocdr r(n-r) ot li=r (11.7.113)
Primenom identiteta
(n-r')j = %(ﬂ x j) % n -+ %((n i+ (n -j)r’) , (11.7.114)
izraz (11.7.113) postaje
1d
2 _ . 3 . .
A@(tr) = pr—— (m(T) xn+ oo d r’((n r)j+ (n -J)r’) t:T> , (11.7.115)

gde je m magnetni dipolni moment sistema. Ranije smo pokazali da ako je vektorsko polje a(r)
lokalizovano unutar neke konacne oblasti prostora, onda je

/ d*r'a = — / d*r'r'div'a . (11.7.116)
14 v
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Ako izabremo a = (n - r’)j, uz primenu jednacine kontinuiteta, dobijamo
/d3r’(n‘r’)j = —/d3r'r’div’[(n~r’)j]
= —/d3r’r’(n -r)divj — /d3r’r'(n -j)
3,01 nOp 3,01 .
= d'r’r(n-r)a— d’r'r’'(n-j) .

Iz poslednjeg izraza sledi
3,./ AR N,/ 3,07 / 8/)
dr'(n-r)j+ (n-jr') = drr(n-r)a, (11.7.117)

§to zamenom u (11.7.115) daje

1 ) 1 d?
A@(tr) = Tneadr (m(T) XD+ ooy d*r'r'(n-r')p(t, 1)

t:T) . (11.7.118)

Prvi sabirak u (11.7.118) je magnetni dipolni ¢lan. Drugi ¢lan u (11.7.118) transformisemo na
sledeci nacin

/d?’r'x;(n.r’)p(t,r’) = %/d?’r/p(t,r') [Sx;x; —7"25,;j]nj —i—%/d?’r’p(t,r’)r’zni
1 1
= gDijnj + g/dST'p(t,r')TIQni : (11.7.119)
Nakon sredjivanja dobijamo
(2 1 d L 1d? 3,/ N2
AP (t,r) = pr— (m(T) X n+ ED(T)D + caz d°r'p(t,r")r'n T) . (11.7.120)

Vidimo da u drugom sabirku u (11.7.120) figurise tenzor elektri¢nog kvadrupolnog momenta.
Zadnji sabirak je kolinearan sa n i on ne daje nikakav doprinos zracenju. Iz izraza (11.7.120) se
lako nalazi magnetno polje. Ono je dato sa

1 r(m(r) xn)xn N (D(T)n) x n

B® = 11.7.121
4dregct r 6r ( )

Na velikim rastojanjima od sistema cestica, u talasnoj zoni pokazali smo da vazi
E® = ¢(B® xn) . (11.7.122)

Dakle, vektorski potencijal i magnetno polje u talasnoj zoni imaju oblik

1 : i D 1 @2
(p(T) + m(T) Xn + (T)Il d_ d3r'p(t,r')r’2n

At = —
(t,r) r cr 6er 6cr dt?

471'8002

T) . (11.7.123)
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odnosno

1 p(r) xn (m(r)xn)xn (D(T)n) X n
+ +
4dregcd r cr 6er

B(t,r) =

(11.7.124)

U poslednji izraz ukljucili smo i elektri¢ni dipolni ¢lan. Sabirci u ovim izrazima odgovaraju
aproksimaciji elektricnog dipola, magnetnog dipola, odnosno elektriécnog kvadrupola.

Emitovana energija koju izvor zrac¢i u jedinici vremena u jedini¢ni prostorni ugao naziva se
angularnom distribucijom snage zracenja. Ona je data sa

dP_ S,-dS ¢

[ — — —32 2
de dQ o
1 . 1 . 1 .. 2
= s p(T) x n+ E(m(T) Xxmn) xn+ &D(T)n xn| . (11.7.125)

Ovaj izraz sadrzi dve vrste clanova. Tri sabirka su ¢isti kvadrati i to samo od jednog od mom-
enata. Preostali sabirci zavise od dva momenta. Intenzitet zracenja se dobija integracijom po
sfernim uglovima 6 i ¢. Primenom Primera 2. iz poglavlja 11.4 dobijamo ukupnu snagu, tj.
intenzitet zrac¢enja

tr(D™(1))| , (11.7.126)

L [if)Q(T) + ?th(T) +

" dre L36 180¢5

gde je tr(ﬁ2(7)) = Dij(T)Dji(1). Prvi élan u (11.7.126) predstavlja elektriéni dipolni ¢lan,
slede¢i clan je magnetno dipolno zracenje, dok je zadnji ¢lan kvadrupolni ¢lan. Vidimo da je
izraz za snagu zraCenja razvoj po stepenima v/c.

11.8 Lijenar-Vihertovi potencijali i polja

Neka se naelektrisanje g krec¢e po zadatoj trajektoriji, rg = ro(t). Odredimo elektromagnetno
polje koje stvara ovo naelektrisanje. Prvo ¢emo izra¢unati skalarni i vektorski potencijal, a zatim
na osnovu njih odredi¢emo polje. Potencijali i polja naelektrisanja koje se kre¢e po poznatoj
trajektoriji se nazivaju Lijenar-Vihertovim potencijalima, odnosno poljima.

Gustinu naelektrisanja i gustina struje naelektrisanja su date sa

p(r,t) = q6® (r—ry(t)),
e t) = qve(r —ro(t)) . (11.8.127)

Ove izraze zameni¢emo u izraze za retardovane potencjale:

_ 1 3.7 /p(t/ ) / |I‘—I‘,|
o(t,r) = 4760/d dt 5<t —t+—)

lr — 1’| c

A(t,r) = 47T/d3 rapd-r) )6(t’—t+u). (11.8.128)

v —r/| c

Nakon integracije po r’ skalarni potencijal postaje
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7 —Tolt) = R(Y
— t/

7o(t") i

Slika 11.4: Tackasto naelektrisanje koje se krec¢e po zadatoj trajektoriji.

[r—ro(t')]
q O —t+ =)
t = dt ¢ 11.8.129
or) = e / It —ro(t)] ( )
Primenom formule
/ / / f(t/)
J(#)o(g(t)dt" = — : (11.8.130)
dg | 1g(t")=0
at’
dolazimo do 1
_ q
¢(r7t) a 47T€0 |I' _ ro(t/>| _ (r=ro))-v(t) t:t/+|1"*rg(i/)| <118131)

c

Sa v(t') obelezili smo brzinu Cestice u trenutku ¢'. Skalarni potencijal nalazimo u trenutku ¢ u
tacki r, pa se trenutak ¢ naziva trenutkom detekcije. Vremenski trenutak ', koji figurise u izrazu
za potencijal, je tzv. vreme emisije. Ovaj trenutak je pre trenutka detekcije. Veza izmedju ¢ i ¢/
je data relacijom:

_ e —ro(t)]

= - _

t—t

Na slican naé¢in dolazimo do vektorskog potencijala. Uvodeéi vektor R(#') = r — ro(t') (slika
11.4), potencijali su

1 q
¢<I‘,t> 47T€0 R(t/) — R()v() t:t’+%ﬁ) (118132)
_ Mo qv(t)
A<r7 t) - E R(t/) . R(t’)-v(t’) t:t’+%t/)' (118133)
Ovo su Lijenar-Vihertovi potencijali. Intenzitet vektora R je
R(t') = |r —1o(t)| = /(z — 2o(t')* + (y — yo(t'))? + (2 — 20())? . (11.8.134)
Diferenciranjem intenziteta ovog vektora po t’, uz konstantno r, dobijamo
OR R-v
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Diferenciranjem izraza

/
. RO)
c
po t, uz konstantno r, dobijamo
1 ot ( 1 8R>
ot c ot

odakle je

o 1

ot 1-—my

Uzimanjem gradijenta izraza (11.8.136) pri konstantnom ¢, dobijamo

R
0=Vt + =~ < + W
odakle je
vil= S

R(1- %)
Iz izraza za potencijale odredimo prvo elektri¢no polje
0A

Ve

Potencijal (11.8.132) je oblika
¢ = ¢(r7 t,<t7 I‘)) )
pa je

v¢‘ _ v¢( n @w

Gradijent potencijala je

Vo = d ! (—E+%—<n v+ - (R a—v ))

47eg (R_&Y R

[

gde je a ubrzanje cestice. Sredjivanjem prethodnog izraza dobijamo

1 2 2 R -
Vo= 2 (v P E R
4mege R2 <1 _ny
Lako se dobija i
0A _0AdY
ot ot ot

Koriste¢i (11.8.138) dobijamo
oA ¢ 1

c—n-v

(v —R-a—cn-v)v

ot 47T€0€2R(1 _ u)Q (a— R(c—m-v)

207

(11.8.136)

(11.8.137)

(11.8.138)

(11.8.139)

(11.8.140)

(11.8.141)

(11.8.142)

(11.8.143)

(11.8.144)

(11.8.145)

(11.8.146)

(11.8.147)
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Zamenom (11.8.144) i (11.8.147) u izraz za elektricno polje dobijamo

(=) () -
Blr,t) = o <) nxl@-vje)x a]] (11.8.148)
T€EQ R2<1_LCV) C%Q(l—%) t:t’+§
Uzimanjem rotora izraza (11.8.133) dolazimo do
1
B=-(nxE). (11.8.149)

C

Dobili smo vezu imedju polja karakteristicnu za ravne talase. Elektricno i magnetno polje su
medjusobno ortogonalni. U prethodnim izrazima brzina i ubrzanje cestice zavise od t'. Prvi
sabirak u izrazu za elektri¢no polje naelektrisane Cestice u kretanju (11.8.148) zavisi od brzine
¢estice i na velikim rastojanjima od Cestice ponasa se kao #, dok drugi sabirak zavisi od brzine
ali i od ubrzanja cestice i ponasa se kao }%. On je odgovoran za zracCenje Cestice.

Za nerelativisticku cesticu koja se krece stalnom brzinom je t' ~ ¢, pa se iz (11.8.149) sledi

B:&qva7
4 R3

(11.8.150)

sto je poznat rezultat.

11.9 Zracenje relativisticke cestice

U ovom poglavlju analizira¢emo zracenje relativisticke cestice. Nac¢i ¢emo ugaonu raspodelu
snage zracenja i njenu vezu sa ugaonom raspodelom smanjenja snage cestice. Ukupni gubici
naelektrisane cestice na zracenje u jedinici vremena dobijeni su relativistickom generalizacijom
Larmorove formule.

11.9.1 Ugaona raspodela snage zracenja

Na velikim rastojanjima od naelektrisane Cestice u izrazu za elektricno polje zadrza¢emo samo

¢lan tipa 1/R, tj.

¢ nx[n-v/c)xvV|

- 2 3
dmege R(l B M)

c

E(r,t)

, (11.9.151)

gde *x oznacava

c(t —t") =|r —ro(t)] . (11.9.152)

Sa t’ oznacili smo 'vreme emisije’ a sa t 'vreme detekcije’. Magnetno polje na velikim rastojanjima
je dato sa (11.8.149), gde je elektricno polje odredeno sa (11.9.151). Na velikim rastojanjima
od naelektrisane cestice elektricno i magnetno polje su medusobno ortogonalni i ortogonalni su
na pravac prostiranja talasa. Polja su oblika 1/R $to znaci da ¢e naelektrisana ubrzana cestica
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da zraci. Energija u jedinici vremena koju izmeri posmatra¢ na rastojanju R, od tackastog
naelektrisanja, koja prodje kroz povrs R2d(2 u trenutku ¢ je

1
dP =S, -nR*dQ = H—CEQRQdQ : (11.9.153)
0

Zamenom (11.9.151) o uvaj izraz dobijamo detektovanu snagu zracenja u jedini¢ni prostorni
ugao, tj. uglovnu distribuciju snage

P (“ X |(n —v/e) x V]>2
A (4meg)2puocd (1 _ Lm)ﬁ

(11.9.154)

*
(&

U nerelativistickom limesu za uglovnu raspodelu snage zracenja iz (11.9.154) dobijamo

dP q> 2
dQ  (4meo)2 1o (n x (0 a))

sto je veé¢ poznat rezultat. Integracijom (11.9.154) po prostornom uglu dobili bismo ukupnu
energiju u jedinici vremena, dW/dt koju detektuju udaljeni detektori u trenutku ¢. Energiju
dW izmeri udaljeni posmatra¢ u vremenskom intervalu (¢,¢ 4+ dt). Sa druge strane energija
naelektrisane ¢estice se smanjuje zbog gubitka na zracenje. U intervalu (¢',#'+dt’) energija cestice
se promeni za d€. Veli¢ina d€/dt’ predstavlja promenu energije Cestice u jedinici vremena, ali
racunato po vremenu emisije ¢’ a ne po vremenu detekcije t. Medjutim, ove dve snage nisu iste,
tj.

, (11.9.155)

t=r1

d€ , dW
= 11.9.156
dt/ dt ( )

Velicina d€/dt’ je relativisticka invarijanta, dok veli¢ina d1W/dt nije. Usputni sistem reference Sy
je inercijalni sistem u malom vremenskom intervalu (¢, ¢ 4 dt’) u kojem ¢estica miruje. Ubrzanje
¢estice u usputnom sistemu nije jednako nuli. Za sopstveno vreme dt, Cestica smanji energiju
za d&. Ranije smo pokazali da je u sopstvenom sistemu promena impulsa cestice jednaka nuli.
Prelazak u laboratorijski sistem reference u kome se ¢estica kre¢e brzinom v je Lorencov bust.
Promena ¢etvoroimulsa cestice u tom sistemu je

T
<d§1§6) - <’Y73 0ij 47%@53') (dg(()]/c) ’ (11.9.157)

gde je B =v/c . Odavde je

d&
A€ = —2— (11.9.158)
2
-5
Primenom formule za dilataciju vremena,
dt
dt = —2— (11.9.159)
V2
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<y

Slika 11.5:
dobijamo
d¢ d&
— = 11.9.1
dt’  dty (11.9.160)

Iz ovog izraza zakljucujemo da veli¢ina d€/dt’ jeste relativisticka invarijanta, jer se u prethodnoj
formuli nigde ne pojavljuje brzina cestice.
Uglovna raspodela smanjenja energije ¢estice je

€ Aw dt _ dP(1) (1_ n-v(t’)) |

— = — = 11.9.161
de’d2 - dtdQ dt’ dQ? ( )

C

gde je dP(t)/d2 ugaona raspodela snage zracenja data sa (11.9.154), ¢ijom zamenom dobijamo

2
4€ 102 <n>< [(n—v/c) XV])
T dArdQ 1672 (1 - n.v_m>5

C

(11.9.162)

Formula (11.9.162 ) daje ugaonu raspodelu gubitka energije ¢estice ra¢unato po vremenu emisije.
Ona predstavlja fizicku veli¢inu koja opisuje ugaone gubitke snage zracenja Cestice, a ne formula
(11.9.154).
Posmatrajmo jedan specijalan sluc¢aj kada su brzina i ubrzanje relativisticke cestice paralelni.
Tada je
(n x (n x a))* = a*sin? 0 , (11.9.163)

gde je 6 ugao izmedju pravca n i brzine cestice. Ugaona raspodela gubitka energije Cestice u
jedinici vremena je

22 1.2
_deQ __ porvTsinh (11.9.164)
167r20(1 — 2 cos 9)
Angularna funkcija
. 2 9
fo) = — (11.9.165)

(1 — %COS@)E)

opisuje ugaonu raspodelu zracenja i prikazana je na slici 11.5. Odredimo ugao f.x za koji
je gubitak energije Cestice maksimalan. Diferenciranjem funkcije f(#) po 6 i izjednacavanjem
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dobijenog izraza sa nulom dobijamo

—1+44/1+15%
- (11.9.166)

3%

c

COS Opax =

U ultrarelativistickom limesu v ~ ¢ maksimum zracenja odgovara uglu 0,., ~ 0, tj. cestica
najvise zrac¢i u pravcu kretanja. Procenimo ovaj ugao malo preciznije. Kako jev =~ ctojevy > 1
pa ¢e nam % biti parametar po kome razvijamo u stepeni red. Formula (11.9.166) daje

1
Omax =1 — — . 11.9.167
cos 52 ( )
Sa druge strane je cos fpax ~ 1 — %QIQHM, pa konacno dobijamo
1
Omax — =— - (11.9.168)
2y

Dakle, ultrarelativisticka cestica ¢ije ubzranje je duz pravca kretanja zraci unutar uskog konusa
¢ija je osa pravac kretanja.

11.9.2 Relativisticka generalizacija Larmorove formule

Integracijom angularne raspodele (11.9.162) po uglovima dobili bismo gubitak energije ¢estice u
jedinici vremena. Medjutim, na osnovu Larmorove formule koja vazi u nerelativistickom slucaju,
i ¢injenice da je promena energije ¢estice u jedinici vremena Lorencov skalar rezultat ¢emo lako
pogoditi.

Larmorova formula daje izracenu snagu u svim pravcima za sistem cCestica koje se krecu
nerelativistickim brzinama. U nerelativistickoj aproksimaciji detektovana snaga se poklapa sa
izracenom. U slucaju kretanja jedne cestice naelektrisanja ¢, Larmorova formula je

e 1

p — _°¢_ 21012
dt/ 67reoc3q i
1 ¢* /dp\2
= ——— . 11.9.1
6meged mQ(dt> (11.9.169)

U poslednjem koraku uveli smo impuls cestice p = mv. Posto je snaga P relativisticka invari-
janta pokusajmo prethodni nerelativisticki izraz da generaliSemo na slucaj proizvoljnog kretanja
cestice. Odgovor je pravolinijski. Snaga je

¢ dP,dp*

P=—
6megcdm? dr dr

, (11.9.170)

gde je P ¢etvoroimpuls Cestice, a 7 sopstveno vreme. Jasno je da je
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gde je &£ energija Cestice

g-_"C (11.9.172)
-4
2 mv
p=—"F— (11.9.173)
-5
relativisticki impuls. Dalje se lako vidi da je
d&e 2 F2 1 v-F 2
fe_ 4 zl . S (11.9.174)
dt!  6mregedim? —

c2

gde je F Lorencova sila koja deluje na cesticu. Tako smo dobili gubitke energije relativisticke
¢estice po njenom vremenu. Ovaj rezultat mozemo prepisati u obliku
€ __ ¢ 7 (11.9.175)
dt’  6mwegcdm2” o

gde smo uveli kvadrivektor sile

v-F
)
Fr=Vea| . (11.9.176)
Lako se vidi da je

d& AV V
— f— m
dr T
dp 2( ¢ 2V -V
= m <v+7 . v) , (11.9.177)

gde smo sa tackom obelezili izvod po laboratorijskom vremenu. Zamenom ovog izraza u (11.9.171)
dobijamo izracenu energiju cestice po vremenu t’

d& ¢ o (v xVv)?

py =% _ 4 6( 2_—> _ 11.9.178
() dt’ 67reoc?”y M ( )

Pored toga Sto cestica izraci deo energije, ona izraci i deo impulsa

de 1 ,dUvdU,

dP = dr (11.9.179)

c? V= 67T€005q dr dr
Zajedno formule (11.9.170) i (11.9.179) mozemo prepisati u kovarijantnom obliku

1 ,durdu,

dP" =
6megc® " dr dr

da' | (11.9.180)

gde je dP* ’izraceni ¢etvoroimpuls’.
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11.9.3 Sinhrotronsko zracenje

Sinhrotron je akcelerator Cestica kod kojeg se naelektrisane ¢estice kre¢u po kruznoj putanji u
konstantnom magnetnom polju. Ako zanemarimo gubitke na zracenje jednacine kretanja cestice
su

i—lt) = gvxB
d&
- 0. (11.9.181)

Iz zadnje jednacine vidimo da je intenzitet brzine Cestice konstantan. Pretpostavi¢cemo da je
magnetno polje duz z ose i da je pocetna brzina Cestice ortogonalna na polje. Jednacine kretanja
su

mry T quyB
d
m’y% = —qu,B
do,
my di = 0. (11.9.182)

Uzmemo da je pocetna brzina vy u xOy ravni i da je pocetni polozaj Cestice (xq,yo,0). Inte-
gracijom jednacina kretanja dobijamo

r = X sin(wt) + xo
w
y = %(cos(wt) - 1) + 1 , (11.9.183)
gde je
B 2
w=20 12 (11.9.184)
m ¢

kruzna frekvenca. Trajektorija cestice je krug poluprecnika

_mu 1

r = BT _ (11.9.185)
Kvadrat ubrzanja cestice je
2,2 B2
=1 (11.9.186)
m2y

Brzina i ubrzanje ¢estice su ortogonalni pa iz (11.9.178) sledi da je izracena snaga data sa

2

q 4.2
P(t) = 11.9.1
(t') eV (11.9.187)
odnosno
q2 U4
P(t') — (11.9.188)

6meged ' 12
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[\Sl]sH

A

X

[N]fsH

Slika 11.6:

Energija koju cestica izgubi usled zracenja za vreme od jednog perioda je

2 4,3
AE — 27T7’P: q Y
v 3epc® 1
E[GeV])*
_ 585102 E1GV]) (11.9.189)
r[m]

Gubici energije su veliki za ultrarelativisticke cestice; proporcionalni sa ¢etrvrtim stepenom
energije cestice.

11.10 Zracenje antene

Neka je tanka linearna antena duzine d postavljena duz z ose kao na slici 11.6. Antena je
preseCena u sredini i prikljuc¢ena na naizmeni¢ni napon frekvence w = ck = % Struja na
krajevima antene mora biti nula; najprostiji model gustine struje u anteni je

j(t,r) = I'sin(kd/2 — k|2|)6(z)6(y)e “es (11.10.190)

za |z| < d/2. Vektorski potencijal je dat sa

jx’ ) lr — 1’|
A(r,t) = /d3 //dt/|r_r,| —t/—T)

- Z;;I it / dr'5(2)o(y) sin(kd/2 — k|2'))

eik|r—r |

v —r/|

€3

Na velikim rastojanjima od antene r > 1’ ~d je |[r —r’'| = 1 i

. e
6zk|1t' rl%elk(r nr’)
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gde je n =r/r pa je

Ho o it eikr a2 1 —ikz' cosf _: /
Ar,t) = —Ile "™ — dz'e sin(k(d/2 — |Z]))es . (11.10.191)
47 T —d/2

Integracija po 2’ daje

Afr.1) = @216“" [COS(%d cos ) — cos(X2)

—iwt
= 2 e ey . (11.10.192)

sin® @

Iz vektorskog potencijala se lako nalazi magnetna indukcija. Elektricno polje je E = ¢(n x B) jer
je na velikim rastojanjima od sistema talas priblizno ravan pa je za odredjivanje Pointingovog
vektora dovoljno znati magnetno polje. Srednja vrednost intenziteta zracenja po jedini¢nom
prostornom uglu je

P fm 1% |cos( cos 0) — cos(d) |2 (11.10.193)
dQ € 82 sin 0 o
Za kd < 1 dobija se dipolni rezultat
dpr [0 I? 2 02
— =/ — kd 0. 11.10.194
dQ €0 1287?2( )"sin ( 0.194)

Vazan specijalni slucaj je kada je duzina antene (polu)celobrojan umnozak talasne duzine d = ™2

2
tj. kd = mm. Za m = 1 angularna snaga zracenja je

dP  [pg I? cos?(5 cos0) (11.10.195)

4 g 8712  sin’d

Ova kriva je slicna dipolnoj. Za m = 2 angularna snaga zracenja je

AP [pg I* 4cos*(5 cost)

- _ 11.10.196
ds2 €y 872 sin® 0 ( )

Ugaona raspodela snage zracenja za vrednosti m = 1,2 i m = 3 prikazana je na slici 11.7.
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Slika 11.7:



Glava 12

Kvazistacionarno elektromagnetno polje

U ovoj glavi analizira¢emo sporo promenljivo polje, tj. kvazistacionarno polje. Najvaznija
karakteristika ovog polja je da se svaka promena polja prenosi gotovo trenutno. Strujna kola sa
promenljivom strujom, ¢ija je frekvenca mala, su primer za kvazistacionarna polja. U ovoj glavi
nec¢emo izlagati zakone strujnih kontura, jer ste ih izuc¢avali u okviru Opste fizike. Analizira¢emo
kvazistacionarno elektromagnetno polje u masivnim provodnicima.

12.1 Aproksimacija

Ako su zapreminska gustina naelektrisanja i struje sporo promenljive funkcije onda je i generisano
elektromagnetno polje sporo promenljiva funkcija. Za funkciju ¢emo rec¢i da je sporo promenljiva
ako je njen karakteristi¢ni period T" = 27 /w veliki, odnosno karakteristicna frekvenca mala.
Sporo promenljiva polja zva¢emo kvazistacionarnim poljima. Neka su linearne dimenzije sistema
L. Sasvim generalno, polje je kvazistacionarno ukoliko je vreme T mnogo vec¢e od vremena koje
je potrebno signalu da predje sa jednog kraja sistema na drugi kraj, tj. L < cT.
Dalje ¢emo analizirati kvazistacionarno elektromagnetno polje u provodnicima. Pretpostavi¢emo

da u provodnik nismo uneli naelektrisanja. Maksvelove jednacine za provodnu sredinu imaju ob-

lik

divD = p
divB =0
0B
tE = ———
ro BT
oD
tH=j+ — . 12.1.1
ro J+ ot ( )

Maksvelove jednacine moramo dopuniti sa jednacinama sredine. U kvazistacionarnoj aproksi-
maciji, polja su sporo promenljiva, pa je razumljivo da uzmemo da su supstancijalne jednacine
iste kao jednacine za provodnik u statickim polima

D= €0€E
B = popH
j=oE, (12.1.2)

217
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gde su g, i1 i 0 redom elektriéna propustljivost, magnetna propustljivost i provodnost provodnika.
Polje u provodniku je kvazistacionarno ukoliko su efekti disperzije zanemarljivi, tj. ukoliko je
veza izmedju makroskopske gustine struje i elektri¢nog polja simultana i lokalana. Ovo je sigurno
ispunjeno ako je makroskopsko vreme 7' znatno veée od srednjeg vremena izmedju dva sudara
elektrona sa jonima resetke, odnosno kada je w < v.. Sa v. smo obelezili srednju kolizionu
frekvencu, koja je jednaka broju sudara elektrona sa reSetkom u jedinici vremena. Takodje,
srednji slobodni put elektrona mora biti znatno manji od karakteristicne talasne duzine polja,
da bismo zanemarili prostornu disperziju. Za dobre provodnike granicna frekvenca kvazista-
cionarnog elektromagnetnog polja se nalazi u infracrvenoj oblasti.

Pored ovog uslova za kvazistacionarno polje u provodniku se uzima jos jedan uslov, vezan
za Maksvelove jednacine. Po tom uslovu polje je kvazistacionarno ukoliko je struja pomeranja
zanemarljiva u odnosu na struju provodjenja. Odnos struje pomeranja i provodjenja je

oD
R oD wepeE
| @Dl _weorE  wees (12.1.3)
il il ok o
Iz (12.1.3) se vidi da je struja pomeranja zanemarljiva u odnosu na struju provodjenja ako je
w< = (12.1.4)
Eo€

Kod losih provodnika (mala provodnost) ovaj uslov je restriktivniji od uslova w < v.. Za do-
bre provodnike zanemaravanje struje pomeranja u odnosu na struju provodjenja daje grani¢nu
frekvencu u ultravioletnoj oblasti. Za dobre provodnike (velika provodnost) prvi uslov, w < v, je
restriktivniji. Ranije smo pokazali da je zapreminska gustina naelektrisanja u provodniku data sa
p = p(0)e~?t/=¢  Uslov kvazistacionarnosti (12.1.3) daje p ~ 0, tj. makroskopska gustina naelek-
trisanja u provodniku je bliska nuli. Dakle, Maksvelove jednac¢ine (12.1.1) u kvazistacionarnoj
aproksimaciji imaju oblik

divD =0
divB =0
0B
tE = ———
ro oy
rotH=j . (12.1.5)

Iz druge i poslednje jednacine se vidi da magnetno polje u kvazistacionarnoj aproksimaciji zado-
voljava iste jednacine kao staticko magnetno polje. Vreme ¢ u ovim jednacinama igra ulogu
parametra. Kvazistacionarno polje prenosi interakciju trenutno, tj. brzina svetlosti ¢ je velika.
Drugim rec¢ima, efekti retardacije se zanemaruju. Preciznije, karakteristicni period T je dosta
veéi od vremena koje je svetlosti potrebno da predje sa jednog na drugi kraj sistema, t;j.

c
7
Uzimanjem rotora poslednje jedna¢ine u (12.1.5) dobija se jednacina za magnetno polje u
kvazistacionarnoj aproksimaciji

L
“<T=w< (12.1.6)

AB = ,uo,uraaa—]? . (12.1.7)
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Vidimo da magnetno polje zadovoljava difuzionu jednacinu®.

12.2 Skin efekat

Analizirajmo jedan konkretan primer. Neka se u oblasti prostora z > 0 nalazi veliki metalni
provodnika provodnosti o i magnetne permeabilnosti p. Van provodnika (oblast z < 0) postoji
harmonijsko magnetno polje B. = By cos(wt)e,. Potrebno je da odredimo kvazistacionarno
magnetno polje u provodniku. LakSe je racunati sa kompleksnim poljima, pa ¢emo uzeti da je
spoljasnje polje B. = Bye “'e,, dok ¢emo polje u provodniku traziti u obliku

B. = b(2)e “e,.

Zamenom u (12.1.7) dobijamo

d2
e + ipoprowb =0 . (12.2.8)
Nule karakteristicnog polinoma ove diferencijalne jednacine su
1
JWp— ; D (12.2.9)
gde je
[ 2
0= .
HopbrOowW
Resenje jednacine (12.2.8) je
b(z) = Ae /0% 1 Ce*lPe2/0 (12.2.10)

gde su A i C konstante. Moramo uzeti da je C' = 0 da magnetno polje ne bi divergralo za z — oc.
Iz grani¢nog uslova sledi A = uBy. Magnetno polje je realni deo kompleksnog magnetnog polja,
t].

B. = uBye 5 cos <§ — wt)ex . (12.2.11)

Vidi se da magnetna indukcija opada sa dubinom. Na dubini z = ¢ magnetna indukcija je
e puta manja nego na povrSini. Magnetno polje je skoncentrisano u uskom sloju uz povrsinu
provodnika. Ovo je tzv. skin efekat. Parametar § je debljina skin sloja.

Magnetno polje difunduje u provodnik, u kome se stvaraju vrtlozne (Fukoove) struje. Iz
magnetnog polja mozemo lako naéi zapreminsku gustinu struje i elektri¢no polje u provodniku.
Vrtlozna struja u provodniku je

1 2By _: 3
j=—rotB = V2 Y5 cos (E — wt + —W)ey : (12.2.12)
ot fo0 d 4
I Difuziona jednaéina ima, oblik
An = Da—n
ot

gde je n = n(t,r) koncentracija a D koeficijent difuzije.
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Elektri¢no polje dobijamo na osnovu Omovog zakona

j By _: 3
E:i \/_ e‘icos(z—wt—k—W)ey.

= i . ; (12.2.13)

Elektriéno polje i gustina struje imaju slican oblik kao i magnetno polje, jedino Sto kasne za njim i
naravno drugacije su usmereni Provodnost bakra na sobnoj temperaturi je ¢ = 0, 6-10%(m$) ™!
pa je debljina skin sloja § = fcm gde je v = w/(27m). Ako je frekvenca v = 40Hz debljina skin
sloja je 0 = lem. Da bi kvazistacionarna aproksimacija bila primenljiva frekvenca ne sme biti
mnogo velika. Debljina skin sloja opada sa povecanjem frekvence. Lako se vidi da je § < A, gde
je

UL (12.2.14)

Y
w \/ E0E How?

jer je ovaj uslov ekvivalentan sa w < 0 /gpe. Odredimo odnos izmedju elektri¢nog i magnetnog
polja. Lako se nalazi da je

E, ow

~—<1. 12.2.15
cB, c ( )
Kvazistacionarno elektromagnetno polje je uglavnom magnetno. Lako se pokazuje da je srednja
snaga

2
P=<j-E>= 25;026_2§ : (12.2.16)
11500
Kada debljina skin sloja 6 postane reda veli¢ine duzine srednjeg slobodnog puta elektrona
kvazistacionarna aproksimacija je neprimenljiva, jer veza izmedju struje i elektricnog polja nece
biti lokalna zbog efekata prostorne disperzije. Ispostavlja se da u ovoj oblasti frekvenci debljina
skin sloja se ponasa kao w™ 5. Skin efekat u ovoj oblasti se naziva anomalni skin efekat.

Primer 1. Po poprecnom preseku dugackog metalnog provodnika radijusa a, provodnosti
o i permeabilnosti p teée naizmenicéna struja jacine I = Ipe”™!. Naéi odnos gustinu struje u
unutrasnjosti provodnika i na njegovoj povrsini u kvazistacionarnoj aproksimaciji.

Resenje: U kvazistacionarnoj aproksimaciji elektri¢cno polje zadovoljava difuzionu jednacinu

OE

AE =
Ho%" 5

(12.2.17)

Orijentisa¢emo z—osu duz ose provodnika. Pretpostaviémo da elektricno polje ima sledeé¢i oblik
E = E(p)e ™“'e3. Zamenom u difuzionu jednac¢inu imamo

d*E  1dFE

d_p2 + - P d + Z/L(]O'(UE =0. (12218)

Ovo je Beselova diferencijalna jednacina. Resenje je E = AJy(kp), gde je A konstanta i

141

k::5

(12.2.19)
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0=/ 2 . (12.2.20)
Hoow

Magnetno polje se odredjuje primenom trece Maksvelove jednacine. Rezultat je

Debljina skin sloja je

B kAJy (kp) .
N w

B Tite, (12.2.21)

Konstanta A se odredjuje iz grani¢nog uslova. Odnos gustine struje u provodniku i na njegovoj

periferiji je
ilp) _ E(p) _ Jo(kp)

L = = . 12.2.22
ja) = Bla) ~ Jolka) 222
Za p/d < 1, $to odgovara niskim frekvencama, Beselovu funkciju aproksimira¢emo sa
k2 2
Jolkp) ~ 1 — Tp , (12.2.23)

odakle je

M ~ 1 (12.2.24)

jla

N 0 1+ T 1 ) §7i(§7§>

j,—(p; ~ \/ge”a”—i”a“ . (12.2.26)
j(a p

U limesu visokih frekvenci kada je § < a vidimo da naizmeni¢na struja tece u uskoj oblasti
debljine ¢ blizu povrsine provodnika.

pa je
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Glava 13

Sredine sa disperzijom

U poglavlju 3.2 rekli smo da, u opstem slucaju, elektrodinamicki odgovor sredine na spoljasnje
polje nije trenutna niti lokalna. Ovi fenomeni su poznati kao vremenska odnosno prostorna
disperzija. U ovoj glavi detaljnije ¢emo analizirati fenomen disperzije.

13.1 Vremenska disperzija

Polarizacija i magnetizacija sredine u datom trenutku zavise, zbog kauzalnosti, od vrednosti
polja u ranijim trenucima vremena. Ova pojava se naziva vremenskom disperzijom. Vremenska
disperzija se javlja u oblasti frekvenci polja w koje su uporedive sa karakteristicnom frekvencom
sredine. Karakteristicna frekvenca sredine je u vecini slucajeva jednaka inverznom vremenu
elektronske relaksacije sredine. Na primer, u nemetalnim kristalima relaksaciono vreme je reda
veli¢ine koli¢nika dimenzija molekula a ~ 107'%m i brzine elektrona v = ¢/137. Odgovarajuca
frekvenca je w ~ 10'%s~! i nalazi se u optickoj oblasti spektra. To je razlog zasto je vremenska
disperzija vazna u optici kristala.

Pretpostavi¢cemo da je sredina sa vremenskom disperzijom stacionarna i izotropna, pa elek-
trodinamicke jednacine sredine imaju oblik

t
D@ﬂ_%/ A F(t -t 1)E(,1) (13.1.1)

t
B(t,r) = Mo/ dt'G(t -t r)H(t' 1) ,

t
jt,r) = / 'Kt —t',r)E({'r) .
Nismo pretpostavili da je sredina homogena.
Prvu jednacinu sredine prepisa¢emo u obliku

D@m:%/ dt'e(t — ' 1B, 1) | (13.1.2)
gde je
et—tr)y=nt—tF(t—1t,r) (13.1.3)

223
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elektricna propustljivost. Funkciju e(t—t',r) i elektriéno polje u (13.1.2) ¢emo razloziti u Furijeov
integral po frekvencama. Tako dobijamo

D(tr) = & /_ " dre(t — B 1)

o0

- % /_ e /_ e (1) B ()0 — )
1 oo

= — dweoe,, (r)E, (r)e ™" . (13.1.4)

27 J_o
Sa g, (r) smo obelezili Furijeovu amplitudu elektri¢ne propustljivosti. Iz poslednjeg reda sledi
da je veza izmedju Furijeovih amplituda vektora elektricne indukcije i jacine elektricnog polja

data sa
D, (r) = cpew(r)Ey(r) . (13.1.5)

Ova relacija je analogna jednacini sredine za polja u statickom slucaju, ali elektri¢na pro-
pustljivost nije konstantna ve¢ zavisi od frekvence. Sredina razli¢ito reaguje na razli¢ite monohro-
matske komponente elektromagnetnog polja. Analogno dobijamo i sledece relacije

Bu(r) = pop(r)Hy(r) (13.1.6)
jult) = ou(r)E(r), (13.1.7)

tj. magnetna propustljivost i provodnost sredine zavise od frekvence. Vremenska disperzija je
vremenska nelokalnost. Velicine D, B i j u trenutku ¢ zavise redom od polja E, H, odnosno E
u ranijim trenucima vremena, t' < t. Vremenska nelokalnost je ekvivalentna sa frekventnom
zavisnoséu dielektriéne i magnetne propustljivosti kao i provodnosti sredine.

Lako se vidi da je

e(w) = /OOO drF(1)e™T . (13.1.8)

Kako je funkcija F'(7) realna onda je £*(w) = ¢(—w). Funkcija e(w) je kompleksna i napisa¢emo
je u obliku
e(w) =&'(w) +ie"(w) , (13.1.9)

gde su €'(w) i €”(w) realni odnosno imaginarni deo dielektri¢ne propustljivosti. 1z ¢*(w) = e(—w)
sledi

e'( g'(w)

e'(—w) = —&"(w) (13.1.10)

tj. realni deo dielektricne propustljivosti je parna, a imaginarni neparna funkcija frekvence.
Analogni izrazi vaze za magnetnu propustljivost:

pi—w) = —p'(w), (13.1.11)
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gde je p(w) = (' (w) + iy (w). Realni i imaginarni deo kompleksne provodnosti o(w) = o’(w) +
io” (w) su takodje parna, odnosno neparna funkcija frekvence:

o (—
0_//(_

Polja i izvore u Maksvel-Lorencovim jednac¢inama ¢emo spektralno razloziti, npr.

= o'(w)

w —o"(w) . (13.1.12)

1 oo

E(t,r) = — E,(r)e ™"
2 J_
1 OO —iwt

p(t,r) = — pu(r)e . (13.1.13)
2 J_

Zamenom u Maksvel-Lorencove jednacine dobijamo jednacine za Furijeove amplitude

13.1.14
13.1.15

divD,,(r) = ( ) )
)
13.1.16)
)

ol
divB,(r) =
rotE,(r) = iwB,(r)

rotH, (r) = ju(r) — iwD,(r) .

(
(
(
(13.1.17

Primenom (13.1.5), (13.1.6), (13.1.7) i jednacine kontinuiteta prethodne jednacine postaju

div(gge™ (r) B, (r)) = 0

divB,(r) = 0
rotE,(r) = iwB,(r) (13.1.18)
rotH, (r) = —iweoe (r)E, (r) ,
gde je .
i
Eof(w) = e(w) + &)—wa(w) : (13.1.19)

tzv. efektivna propustljivost. Jednacine (13.1.18) su analogne sa jedna¢inama za polje u ne-
provodnim sredinama, ali sa efektivnom propustljivoséu umesto dielektricne propustljivosti.
Efektivna propustljivost pored ’obi¢ne’ propustljivosti uklju¢uje i provodnost sredine. Obic¢na
propustljivost predstavlja doprinos vezanih elektrona.

Pretpostavimo da je sredina nemagnetna, tj. p =~ 1. Uzimanjem rotora trece jednacine
(13.1.18), uz primenu prve i ¢etvrte, dobijamo

2 eff
W7 o _ ng (I')
DB (r) + e (B (1) = - v [ iy )] (13.1.20)
Analogno uzimanjem rotora ¢etvrte jednacine dobijamo
? Ve (r)

AB(r) + 2 (1) B, (r) = 1ot B, (r) x

v

(13.1.21)



226 GLAVA 13. SREDINE SA DISPERZIJOM

Jednacine (13.1.20) i (13.1.21) su osnova za proucavanje prostiranja talasa u nehomogenim sred-
inama. Ukoliko je sredina homogena, efektivna propustljivost ne zavisi od polozaja pa jednacine
(13.1.20) i (13.1.21) postaju talasne jednacine. Za neprovodne sredine u oblasti frekvenci gde
nema apsorpcije talasa efektivna propustljivost je realna i pozitivna, pa je fazna brzina monohro-

matskog talasa data sa
c

vp = (13.1.22)

e

ff
o
Fazna brzina talasa zavisi od frekvence. Indeks prelamanja sredine, ¢e onda biti funkcija
frekvence. Jos jedna manifestacija vremenske disperzije.

13.2 Energijski odnosi

Cestice sredine se kreéu u elektromagnetnom polju i deo energije polja prelazi u mehanicku
energiju Cestica. Sa druge strane pri kretanju naelektrisanih cestica sredine generise se elek-
tromagnetno polje i deSava se suprotan proces. Mehanicka energija prelazi u energiju polja.
Medjutim, cestice sredine se sudaraju medjusobno i taj proces je ireverzibilan, jer deo energije
nepovratno prelazi u toplotu, tj. dolazi do disipacije elektromagnetne energije. Toplota nije
funkcija stanja pa je razumljivo da se u opstem slucaju ne moze definisati energija elektro-
magnetnog polja u sredini. Za linearne sredine bez disperzije energiju elektromagnetnog polja
nasli smo u poglavlju 4.1. U ovom poglavlju analizira¢emo stacionarne i izotropne sredine sa
vremenskom disperzijom.

Pointingova teorema

. . oD 0B

je direktna posledica Maksvelovih jednacina i vazi u opstem slucaju. Preciznije, vazi u situaci-
jama u kojima je primenljiva klasi¢na elektrodinamika.
Razmatrajmo prvo slucaj neprovodnih sredina. Integral

%0 oD OB
/_ dt(E S +H E) (13.2.24)

o0

predstavlja energiju polja po jedinici zapremine koja se pretvori u toplotu u tacki r za sve vreme.
Prvi sabirak u prethodnom integralu je

_ —i(w +w)t
/OO dtE - 5 = —(271)260 /Oo dt /OO dw /OO dw'Eywe Eye
7; [ee]

= 5% /OO dwe, w|E,|* . (13.2.25)

U prethodnom ra¢unu primenili smo disperzionu relaciju (13.1.5). Dalje ¢emo dielektricnu
propustljivost napisati u obliku
e(w) =¢(w) +ie"(w) , (13.2.26)



13.2. ENERGIJSKI ODNOSI 227

gde je kao Sto znamo ¢'(w) parna, a £’(w) neparna funkcija frekvence. Zbog toga konacno

dobijamo
/Z dE - aa_]t) - % /OOO dwe” w|E|? . (13.2.27)
Sliéno se dobija i
/: dtH - aa—]? - % /OOO dwpt w|HL |2, (13.2.28)
Prema tome
/_Z dt(E : %—? YH. %—E’) - %/OOO dww [gog;gmw\? + o [HL?] (13.2.29)

Ako je sredina neprovodna onda gornji integral predstavlja energiju u jedinici zapremine
oslobodjenu u sredini u vremenskom intervalu (—oo, 00). Kako dolazi do oslobadjanja energije,
tj. pretvatranja energije polja u toplotu to mora biti

el >0, pr>0. (13.2.30)

Vidimo da su imaginarni delovi dielektricne i magnetne propustljivosti vezani za apsorpciju
elektromagnetne energije od sredine. Toplota nije funkcija stanja pa energiju polja ne mozemo
definisati u termodinamickom smislu kao funkciju stanja. Kod veéine sredina disperziju mag-
netne propustljivosti mozemo zanemariti.

Ukoliko je sredina provodna onda ¢lan j - E u Pointingovoj teoremi je odgovoran za omske
gubitke energije elektromagnetnog polja. Postupajuéi kao u (13.2.25), nalazimo da je doprinos
ovog clana zapreminskoj gustini oslobodjenje toplote za sve vreme dat sa

oo 1 o0
/ dtj - E = —/ dwo’ (B2 (13.2.31)
_ T Jo

o0

Iz ovog rezultata, a na osnovu termodinamickih zakona je jasno da je realni deo provodnosti
pozitivna funkcija. Kombinujudi rezultat (13.2.31) sa prethodnim rezultatom (13.2.29) dobijamo

/ dt(j -E+E- oD +H- 8_B) = l/ dww [éogg’ﬁ(w)\EwF + pop! | H,?| . (13.2.32)
oo ot ot T Jo

Ovaj izraz predstavlja oslobodjenu toplotu po jedinici zapremine za sve vreme. Kada su imagi-
narni delovi efektivne elektri¢ne propustljivosti i magnetne propustljivosti razli¢iti od nule dolazi
do pretvaranja energije polja u toplotu. Oblast frekvenci za koje je imaginarni deo efektivne pro-
pustljivosti mali u odnosu na realni, t;j.

ear (W) < leca (W), (13.2.33)

naziva se oblast prozracnosti, odnosno transparentnosti sredine. U tim oblastima frekvenci polja
disipacija elektromagnetne energije je zanemarljiva i izraz za elektromagnetnu energiju je slican
izrazu za energiju polja u slucaju statickih polja. U ovim oblastima frekvenci ne dolazi do
znacajnog prigusenja talasa.
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Fizicki smisao realnog i imaginarnog dela elektricne i magnetne propustljivosti mozemo sagle-
dati na jos jedan nacin. Iz izraza (13.2.25), uz smenu w’ — —w’, imamo

oD

L / * —i(w—w')t
TARCTSE 50/ dw/ dw'E(w)we(w)E*(w')e : (13.2.34)

Elektricno polje je realno, pa vazi E(w) = E*(—w). Izraz (13.2.34) transformisa¢emo na sledeci
nac¢in. Napisa¢emo ga kao zbir dva sabirka od kojih je svaki polovina izraza (13.2.34), pa ¢emo
u drugom sabirku napraviti smenu w — —w’ i W’ — —w. Tako dobijamo

oD i 00 00 o
— ANy w( —i(w—w')t
B5r = an® /oo w /oo W (we'(W) - we(w) B (w)E(w)e . (13.2.35)

Izraz w'e*(w') — we(w) prepisa¢emo preko realnog i imaginarnog dela propustljivosti:
Wet(w') —we(w) = w'e' (W) — we' (w) —i(w'e" (W) + we”" (w)) -

Zatim ¢emo pretpostaviti da je elektricno polje dominantno u uskom intervalu frekvenci, pa
mozemo koristiti razvoj

W (W)~ wel(w) — (W — w/)d“’i:f‘*’)) , (13.2.36)
odnosno e
We'(W) = we(w) + (w—w') (wzw(w)) (13.2.37)
Tako dolazimo do
Wet(w') — we(w) = —2iwe" (W) — (w — w')M (13.2.38)

dw ’

gde smo ¢lan sa izvodom imaginarnog dela propustljivosti po frekvenci zanemarili u odnosu na
vodedi ¢lan. Zamenom ovog izraza u (13.2.35) dobijamo

oD > o o
E- 5 = dw dw'we” (W E* (W) E(w)e @)t
+ _&0_9 /OO dw /00 dw’i(we’(w))E*(w’)E(w)e’i(”""')t (13.2.39)
2(2m)2 0t J_o oo dw ' o
Analogno se dobija i izaraz za H - S=. Ve¢ smo pretpostavili da je elektromagnetni talas kvazi-

monohromatski, tj da predstavlja superpozmuu monohromatskih talasa u veoma uskom intervalu
frekvenci oko frekvence wy. Dakle, elektromagnetno polje je oblika

E = Eo(t)e ™" H = Hy(t)e ™", (13.2.40)
gde su Eq(t) i Hy(t) sporo promenljive funkcije u odnosu na vreme 1/wy. Za takva polja vazi

8D 6B_ 8Ueﬁ
B +H 5 =0+

(13.2.41)
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gde su 5 5
1
e = 5 (05— (@) B + o= (wr! ) HL(E) ) (13.2.42)
1
Q = w (== [E(0)? + pop H(1)?) . (13.2.43)

U gornjim izrazima indeks 0 na frekvenci nismo pisali. u.g je efektivna zapreminska gustina
elektromagnetne energije. U tom izrazu se pojavljuju realni delovi dielektricne i magnetne
propustljivosti. Drugi ¢lan () predstavlja konverziju elektromagnetne energije polja u toplotu. U
njemu figurisu imaginarni delovi elektricne i magnetne propustljivosti. Prema tome, Pointingova
teorema u kvazimonohromatska polja ima slede¢i oblik

aueff
ot

Prvi ¢lan sa desne strane su omski gubici u sredine, a naredni, dat sa (13.2.43) predstavlja
takodje toplotne gubitke, ne racunaju¢i omske.

+divS,=—j-E—Q . (13.2.44)

13.3 Disperzija elektricne propustljivosti

U ovom poglavlju analizira¢emo jednostavan klasican model koji objasnjava disperziju pro-
pustljivosti sredine, a u narednom, provodnosti sredine. Za potpuno objaSnjenje disperzije
potrebno je ukljuciti zakone kvantne mehanike. Mi to ovde neé¢emo raditi. Primeni¢emo
Lorencovu elektronsku teoriju po kojoj sila koja efektivno deluje na elektrone u sredini je
kvazielasticna, tj. data je sa —mwir. Sa wp obelezili smo sopstvenu frekvencu elektrona. Efekat
disipacije energije se moze fenomenoloski modelirati uvodjenjem sile 'trenja’ —m~r, koja deluje
na elektron. Konstanta v je faktor prigusenja elektrona. Za vezane elektrone ova sila trenja je
prevashodno radijacionog tipa. Sila radijacionog kocenja je proporcionalna sa r. Medjutim, T
je proporcionalno sa w?r, u odredjenom intervalu frekvenci. Sa druge strane, za slobodne elek-
trone, sila trenja je vezana za sudare elektrona sa reSetkom i necistocama u kristalu. Dakle, ¢lan
—m~T je efektivna sila koja koc¢i elektrone bilo zbog sudara sa resetkom, defektima u kristalu,
drugim elektronima ili gubicima na zracenje. Prema tome, jednacina kretanja elektrona sredine
u elektromagnetnom polju je

mi = —mwit — e(E + 1 x B) — myt . (13.3.45)

Kretanje elektrona je nerelativisticko, pa ¢emo zanemirati magnetni deo Lorencove sile. Sve
velicine ¢emo spektralno razloziti:

1 [o.@]

r(t) = or _Oodwrwe’i“’t
1 [~ .

E(t) = o dwE, (r)e " . (13.3.46)
™ —0o0

Furijeove amplitude zadovoljavaju algebarsku jednacinu

—mw’r, = —mwir, — eB,, + imwyr, | (13.3.47)
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odakle je -
e = jz)w_ el (13.3.48)
Amplituda elektricnog dipolnog momenta molekula je
z z K,
— e ; re ; =) i (13.3.49)

gde smo sumirali po svim elektronima molekula. Svaki elektron ima svoju sopstvenu frekvencu
ws 1 faktor prigusenja v,. Polarizacija sredine je

eng

E. , (13.3.50)

Mm

- m(w? —w?) — imysw
s=

gde je n, koncentracija molekula. Amplituda elektricne indukcije je

Dw = 80Ew+Pw
en, & 1
= (1 d )Ew . 13.3.51
14 Ee s 4 (13:35)

g0 ‘= m(w; — w?) — imysw

Iz gornjeg izraza direktno mozemo da procitamo propustljivost sredine. Vidimo da je ona data
sa

(w)=1+ 62"“i . (13.3.52)
e(w) = 3.
g0 = m(w? —w?) —imyw

i da zavisi od frekvence. Dielektricna propustljivost je kompleksna funkcija frekvence. Ukoliko
su faktori prigusenja mali, 75 < 1, onda je dielektricna propustljivost

21y & 1
=1 a 13.3.53
e(w) + o ; P — o ( )

realna. Iz (13.3.53) vidimo da propustljivost sredine divergira kada se frekvenca polja izjednaci
sa nekom od sopstvenih frekvenci oscilovanja elektrona. Ova singulartnost je odsutna ako su
faktori prigusenja razli¢iti od nule. Iz (13.3.52) dobijamo realni i imaginarni deo dielektri¢ne
propustljivosti:

@) = 14Oy e
g'w) =
gom = (Wi — w?)? + Jw?
//( ) ezna i w'ys (13 3 54)
e'(w) = : 3.
gom ‘= (w? — w?)? +y3w?

Vidimo da je realni deo propustljivosti parna, a imaginarni neparna funkcija frekvence, kao
Sto o¢ekujemo na osnovu opstih razmatranja. Realni i imaginarni deo propustljivosti sredine
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w

Slika 13.1: Realni i imaginarni delovi dielektri¢ne propustljivosti.

prikazane su na slici 13.1. Uzeli smo da postoje dve rezonatne frekvence: w; i ws. Pri niskim
frekvencama dielektricna propustljivost postaje

2 Z
A
f0)=1+ 2% — (13.3.55)

Sto je staticka propustljivost. Za visoke frekvence propustljivost tezi jedinici. Realni deo pro-
pustljivosti ima maksimume u okolini rezonatnih frekvenci. U oblasti frekvenci gde je realni deo
propustljivosti rastuc¢a funkcija frekvence, dEd/f:J) > ( govorimo o normalnoj disperziji. Sa druge
strane kada je % < 0 govorimo o anomalnoj disperziji, jer se svetlost veée frekvence manje
prelama od svetlosti manje frekvence.

Imaginarni deo propustljivosti €”(w) razlicit je od nule u uskim oblastima oko rezonatnih
frekvenci. Kao sto se vidi sa slike 13.1 imaginarni deo propustljivosti ima oStre maksimume za
rezonatne frekvence. Sa slike 13.1 je jasno da se anomalna disperzija javlja u uskoj oblasti oko
rezonatnih frekvenci. U tim oblastima imaginarni deo propustljivosti je razlic¢it od nule, i tu
dolazi do prigusenja talasa.

13.4 Disperzija provodnosti

Sumu po svim elektronima u izrazu za propustljivost (13.3.52) podeli¢emo na dve sume. U prvoj
sumi sumira¢emo po vezanim elektronima, a u drugoj po slobodnim elektronima. Doprinos
vezanih elektrona je dielektri¢na propustljivost sredine, (w), dok ceo izraz (13.3.52) predstavlja
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efektivnu propustljivost. Neka je fy deo elektrona po atomu odnosno molekulu koji je slobodan.
Sopstvena frekvenca slobodnih elektrona je jednaka nuli, dok je njihov faktor prigusenja ~.

Prema tome
2

a ]‘ e a
fer(w) =14+ 23" 4 _enafo (13.4.56)

gom w2 —w? —ivw  megw(y — iw)

vez

Dakle,

eznsl

e = ' , 13.4.57
Eot(w) = e(w) + Zéom(w’y i) ( )
gde je ng = fon, koncentracija slobodnih elektrona.
Poredjenjem sa (13.1.19) dobijamo provodnost sredine
e’ng
o(w) = (13.4.58)

m7<1 — Z%) .

Kod stacionarnih sredina sa vremenskom disperzijom provodnost postaje frekventno zavisna.
Koncentracija jona bakra je n = 8 - 102*m~3, provodnost pri niskim frekvencama je o ~ 5,5 -
107(Qm)~t. Ukoliko uzmemo f = 1 faktor priguSenja je v =~ 4 - 103s7! Za frekvence ispod
10Ms™! (mikrotalasna oblast) provodnost je realna, tj. struja je u fazi sa naponom. Za vise
frekvence provodnost postaje kompleksna.

Sada ¢emo formulu za frekventnu zavisnost provodnosti (13.4.58) izvesti na jos jedan nagin.
Krenué¢emo od jednacine kretanja slobodnih elektrona

mi = —eE — m~r . (13.4.59)

Faktor prigusenja slobodnih elektrona predstavlja efektivnu kolizionu frekvencu, tj. broj su-
dara elektrona sa jonima u jedinici vremena. Nakon spektralnog razlaganja jednacine kretanja
dobijamo

—imwv, = —eE, — myv,, , (13.4.60)

gde je v, Furijeova amplituda brzine elektrona. Furijeova amplituda gustine elektri¢ne struje je

——=E, . (13.4.61)

Iz poslednjeg izraza vidimo da je provodnost sredine data sa

142
o(w) = o(0)—2 | (13.4.62)
1+
gde je
2
o(0) = 2 (13.4.63)
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staticka provodnost. Dobijeni rezultat je identican sa ranije dobijenim rezultatom (13.4.58) za
provodnost. Sredina sa slobodnim elektronima je provodnik u oblasti niskih frekvenci, tj. za
w — 0. Tada je efektivna dielektri¢na propustljivost data sa

ic(0)

et (w) = o0 (13.4.64)

i kao sto vidimo divergira. Na visokim frekvencama provodnost se ponasa kao

2

.€7TNg)
N 13.4.65
olw) i (13.4.65)
a efektivna propustljivost
62nvez 62nsl
e = 1- -
o () meow?  megw?
e’n
= 1—-—7, 13.4.66
meow? ( )

gde je n = ng + nye, ukupna gustina elektrona. Na visokim frekvencama slobodni i vezani
elektroni se ponasaju na isti nac¢in. To se vidi iz izraza za efektivnu propustljivost gde oni ulaze
ravnopravno. Gornji izraz ¢emo prepisati u obliku

w2
(W) =1——, (13.4.67)
w
gde je
2
, en
= — 13.4.68
W= ( )

plazmena frekvenca!. Fazna brzina talasa u oblasti visokih frekvenci je

U e (13.4.70)

Odavde dobijamo disperzionu relaciju sredine u toj oblasti
w? =Wl + Pk (13.4.71)

Nadjite grupnu brzinu iz ovog rezultata.

IPlazma se sastoji od slobodnih elektrona i jona. Koncentracijui elektrona obelezi¢emo sa n. Zamislimo da
je jonski podsistem nepokretan. Kada se elektronski podsistem izvede iz ravnoteznog polozaja za Ax na levom

odnosno desnom kraju, stvara se povrsinsko naelektrisanje +neAx. Ovo nelektrisanje kreira polje £ = %ﬁz
koje na elektron deluje elasti¢nom silom
2
ne
F=—Azx.
€0
Elektronski podsistem osciluje sa frekvencom
2
ne
wh = — (13.4.69)
meo

koja se naziva plazmena frekvenca.
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Slika 13.2: Kontura integracije

13.5 Kramers-Kronigove relacije

Dielektri¢na propustljivost sredine je kompleksna funkcija realnog argumenta w. Medjutim na
osnovu teorije analitickih funkcija mozemo napraviti analiticko produzenje ove funkcije na celu
kompleksnu w—ravan. U okviru jednostavnog Lorencovog modela vidimo da su polovi dielek-
tricne propustljivosti (13.3.52) odredjeni sa

w® 4wy, —w? =0 (13.5.72)
Lako se vidi da su oni
. ~’78 2 ’Yg
W12 = _25 + W — Z . (13573)

Dalje ¢emo analizirati neprovodne sredine. Ako je w? > % polovi dielektricne propustljivosti su
u donjoj kompleksnoj w poluravni. Ako je w? < % polovi su opet u donjoj poluravni i imaginarni
su. Funkciju F (¢t — ') u izrazu (13.1.1) napisac¢emo u obliku

F(t—t) =26t —t')+ Gt — 1), (13.5.74)

gde smo uveli novu funkciju G(t — t'). Elektrodinamicka jednacina stacionarnih sredina sa
vremenskom disperzijom (13.1.1) postaje

D(t,r) = eoE(t,r) + €9 /t dt'G(t —t")E(r,t') . (13.5.75)

—0o0

Uvodjenjem step-funkcije n(t — t’) oblast integracije prosirujemo na celu vremensku osu:

D(t,r) = gE(t,r)+ <o /OO d'G(t —t')n(t —t")E(r,t)

= gE(t,r)+ 80/ dt'x(t — ") E(r,t') , (13.5.76)

—00
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gde je x(t —t') = G(t —t')n(t —t') . Lako se vidi da je
x(w) = /0 N drG(1)e™T | (13.5.77)
pa je
e(w) =1+ /OOo drG(7)e™" . (13.5.78)

Na vrednost vektora elektricne indukcije u trenutku ¢ najvise uticu vrednosti polja u trenucima
t’ bliskim ¢. Zato je funkcija G(7) konac¢na i tezi nuli za 7 — oo. Iz (13.5.78) sledi da dielektricna
propustljivost u kompleksnoj w—ravni zadovoljava

(e(w))" =e(—w") . (13.5.79)

Pri visokim realnim frekvencama podintegralna funkcija u (13.5.78) brzo osciluje pa taj
integral tezi nuli. Najveéi doprinos integralu potice od malih vrednosti 7. Realni i imaginarni
deo propustljivosti se ponasaju prema

gw) = 1+ R
ds
'(w) = R (13.5.80)

gde su ds, d3 konstante. Za male realne frekvence w realni i imaginarni delovi propustljivosti su

gw) = 14cy+caw? +...
g'w) = quw+..., (13.5.81)

gde ¢y, c1 1 co su konstante. Staticka propustljivost je €(0) = 1 + ¢o.
Veé smo rekli da éemo dielektricnu propustljivost e(w) analiticki produziti na kompleksnu
ravan, tj. staviéemo w = w’ + iw” u izraz (13.5.78). Tako dobijamo

e(w) =1+ / G(r)e™' " (13.5.82)
0

Zbog kauzalnosi je t > t' paje 7 =t —t > 0. U gornjoj poluravni, w” > 0 podintegralna
funkcija ne divergira. Situacija je drugacija za negativne vrednosti w”; tada za velike frekvence
dielektricna propustljivost postaje beskonacna. Dakle, dielektri¢na propustljivost neprovodne
sredine je analiticka funkcija na realnoj osi i u gornjoj poluravni. Takodje za veliko |w| ona tezi
nuli.
Posmatrajmo integral
I(w) = f 6('Z)—_ldz , (13.5.83)
c Z—w

gde je kontura integracije zadata na slici 13.2. Kontura integracije C sastoji se od integracije
od —R dow—17r1iodw+r do R po realnoj osi, malog polukruga C. poluprecnika r i velikog
polukruga polupre¢nika R. Primenom Kosijeve teorema o rezidumima

]{Cf(Z) — 2mi ) Resy f(2) (13.5.84)



236 GLAVA 13. SREDINE SA DISPERZIJOM

imamo

/“’"“dﬂ@_—u/ dz)—_ldw/f dx‘f("‘)—_%/c W=l o (13585)

R r — W Z— W +r r—Ww Z—Ww

Jasno je da za veliko R integral fCR tezi nuli, jer za veliko |z| imamo

e(z)—1 E

0. (13.5.86)
zZ—w ||

Integral po malom polukrugu C,. za r — 0 je

B 0 by '
/5(2) 1dz _ /5(w+re ) 1re’¢z’¢

Z—w ret®
= in(e(w) — 1) . (13.5.87)

Dalje je
w—r _ 1 o0 _ 1 o0 _ 1
1im(/ dx&—k/ dx&) :P/ PGt (13.5.88)
r—0 ) r—uw wHr r—w —o0 r—w

gde je P oznaka za glavnu vrednost integrala?. Dakle, dobijamo

P/OO S =L e =) (13.5.90)

o r—w

Ako napisemo e(w) = €’'(w) + ie”(w) onda iz (13.5.90) sledi

1 o 1
fw)—1 = —P/ do ) (13.5.91)
T ) T—w
1 [ @)1
W) = ——P/ Q@ =1 (13.5.92)
T ) T —w

Dobijeni izrazi su Kramers-Kronigove disperzione relacije. One su posledica kauzalnostii povezuju

realni sa imaginarnim delom dielektricne propustljivosti. Dakle realni i imaginarni deo pro-

pustljivosti nisu nezavisni. Znaju¢i imaginarni deo propustljivosti mozemo odrediti realni deo.
Prethodno izvodjenje pokazuje da je

1 N
= P(5> ¥ ind(z) (13.5.93)

2Glavna vrednost integrala je definsana sa
oo Tro—€ [e%e)
P/ dz /(@) = lim [/ dz f(@) + / dx f(@)
oo T — X9 e—0 oo T — X9 zote T — Xo

5
P/ dr 19 (13.5.89)
, -3

T —

Npr. pokazite da je
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gde § — 0. Gornja formula vazi pod integralom kada deluje na analiticku funkciju f(x):

/OO SRACO. P/_oo SPRACO . /_OO daf(2)8(z) . (13.5.94)

U e o 11) o x o

Primenom gornje formule mozemo eliminisati glavnu vrednosti integrala u (13.5.91). Tako do-
bijamo
1 o0 7
cw)=1+ —/ dr— ) (13.5.95)

T T—w—10

13.6 Ravan monohromatski talas u sredini sa disperzijom

U ovom poglavlju analizira¢emo prostiranje ravnog momohromatskog talasa u beskonac¢noj sre-
dini sa frekventnom disperzijom. Pretpostavicemo da je sredina stacionarna, izotropna i ho-
mogena. Furijeove amplitude polja, E,(r),B,(r),... zadovoljavaju jednac¢ine (13.1.18). Pored
toga zanemari¢emo disperziju magnetne permeabilnosti. Za ravan monohromatski talas polja su
oblika

E(t,r) = Ege ®ttikr
B(t,r) = Bge iwitikr
D(t,r) = Dye ttikr
H(t,r) = Hge “witikr

gde smo sa indeksom 0 obelezili odgovarajuce amplitude. Frekvenca talasa je w, a talasni vektor
je k. Amplitude zadovoljavaju sledece jednacine:

k-Ey=0,

k-By=0,

k x Eg = wByg ,

k x By = —Z”—Qeeﬂ(w)Eo . (13.6.96)

Jednacine za amplitude polja su algebarske. U prethodnom racunu ¢injenica da efektivna pro-
pustljivost ne zavisi od tacke posmatranja r, tj. da je sredina homogena dovela je do jednostavnih
jednacina za amplitude polja.

Ako treéu jednacinu u (13.6.96) vektorski sa leve strane pomnozimo talasnim vektorom k

dobijamo
2

k x (k x Eq) + %geﬁ(w)EO =0, (13.6.97)

gde smo iskoristili poslednju Maksvelovu jednaé¢inu iz (13.6.96). Ako sada primenimo i prvu od

ovih jednacina dobijamo
2

K %eog(w) E)=0. (13.6.98)
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Iz (13.6.98) sledi disperziona relacija

w2

k? = geeﬂc(w) : (13.6.99)

Sada prelazimo na resavanje disperzione relacije. Mozemo pretpostaviti da je frekvenca talasa
w poznata i realna. Ova situacija odgovara slucaju kada talas frekvence w pada iz vakuuma u
sredinu. Onda is disperzione relacije (13.6.99) dobijamo talasni vektor koji je u opstem slucaju
kompleksan k = k’ 4+ ik” . Vektori k’ i k” su realni. Iz disperzione relacije sledi

2

K2 — k" 4 2ik' - k' = %eeﬂ(w) (13.6.100)
Iz ovog izraza vidimo da je
k/2_k//2 _ WQ / ( )
= gﬁeﬁ w
Kok = (w) (13.6.101)
= @Eeff w) . .0.

Talasni vektor k je realan ukoliko je effektivna propustljivost realna i pozitivna. Posebno treba
ispitati situaciju kada su vektori k' i k” medjusobno ortogonalni jer je i tada uslov el = 0

nije ravan talas. Komponente polja su proporcionalne sa
e K Temilwt=kir) (13.6.102)

Iz ovog izraza je jasno da su ravni ortogonalne na k’ ravni konstantne faze, a ravni ortogonalne
na k” su ravni iste amplitude talasa. Skup tacaka sa istom vredno$éu polja za fiksno ¢ nisu
ravni, pa se ovakav talas samo uslovno naziva ravnim. Faza talasa se prostire duz pravca k', dok
duz prvaca k” amplituda talasa opada. Ovakav talas je samo uslovno ravan i éesto se naziva
‘nehomogen ravan talas’. Pretpostavicemo da su vektori k’ i k” medjusobno paralelni. Ovakav
talas je ravan u pravom smislu te rec¢i. Dakle, posmatramo situaciju gde je k = ke, gde je e
jedini¢ni realni vektor. Elektricno polje ravanog monohromatskog talas je onda

E(r,t) = Ege {@tkt) — gjek'ereilwt-Fer) (13.6.103)

[z ovog izraza vidimo da ampliltuda talasa opada sa rastojanjem (k” > 0), tj. dolazi do prigusenja
talasa u sredini. Prigusenje talasa vezano je za imaginarni deo talasnog vektora. Realni deo
talasnog vektora ulazi u fazu talasa pa je fazna brzina data sa

vp = % = (13.6.104)

N
n/

de je n’ indeks prelamanja. Kompleksni indeks prelamanja n = n’ 4+ in” je definisan sa
gae ] J

k=2 ea) = —(n +in") . (13.6.105)
C C
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Iz
elg +icly = n —n"? + 2in'n” (13.6.106)
sledi da su realni i imaginarni delovi kompleksnog indeksa prelamanja dati sa

/ 12 "2
/o Eeff + geﬁ + geff
2

112

_ 2
n' = \/ Corr T ;eff“eff. (13.6.107)

Realni deo kompleksnog indeksa prelamanja, n’ zva¢emo samo indeksom prelamanja. Imaginarni
deo kompleksnog indeksa prelamanja, n” vezan je sa koeficijentom apsorpcije

wn//

a=2"— =2k" . (13.6.108)

Cc

Intenzitet talasa opada kao e 2+"(¢7) Do prigusenja talasa dolazi u oblasti frekvenci gde je imag-

inarni deo efektivne propustljivosti razlicit od nule. Ali, i kada je imaginarni deo propustljivosti
jednag nuli, a realni negativan amplituda talasa ¢e opadati. Ovaj slucaj ¢emo kasnije detaljnije
komentarisati.

Indeks prelamanja i koeficijent apsorpcije zavise od frekvence talasa. Iz izraza za elektricno
polje (13.6.103) i tre¢e Maksvelove jednacine dobijamo magnetno polje

k
B = —exE
w

1 R
= —Vn? 4 n2e* e x B . (13.6.109)

c

Elektriéno i magnetno polje talasa u homogenoj izotropnoj stacionarnoj sredini sa vremenskom
disperzijom nisu u fazi.
L . s o) . .
Pri niskim frekvencama za metale, tj. za w < 7, je egq = 01 egg = 7. Imaginarni deo
efektivne propustljivosti nije zanemarljiv u odnosu na realni pa su metali na niskim frekvencama
neprozracni (netransparentni). Realni i imaginarni delovi komleksnog indeksa prelamanja su

!/ " g
=n ~ 13.6.110
n' =n G ( )
Lako se vidi da je
n/ — n// i
wd
gde je 0 debljina skin sloja. Elektricno polje talasa koji se prostire duz z— ose je
E(t,z) = Ege se @5 (13.6.111)

Talas prakticno ne propagira kroz metal, jer ga slobodni elektroni apsorbuju. Fazna razlika
izmedju elektri¢nog i magnetnog polja u ovom slucaju je /4.
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U oblasti visokih frekvenci, v < w efektivna propustljivost je oblika

(W) =1— -2 | (13.6.112)

Elektronski gas u metalu se ponasa slicno plazmi. Ako je w > w, talasni vektor je realan, tj.
metal je transparentan. Sa druge strane za frekvence koje su manje od plazmene talasni vektor
je Cisto imaginaran.Ocekivali bi da se talas jako prigusuje u metalu. Medjutim, talas ne prodire
u metal, ve¢ se kompletno reflektuje od njegove povrsine. Drugim re¢ima talas se ne apsorbuje
u provodniku, jer i ne prodire u njega. Plazmena frekvenca u metalima je reda w, ~ 10'%Hz,
Sto pripada ultravioletnom delu spektra. Iz tog razloga vidljiva svetlost se reflektuje od povrsine
metala. Slican efekat se javlja u gornjim slojevima atmosfere, jonosferi. Tu je w, ~ 10"Hz .
Kratki radio talasi se reflektuju od ove oblasti.

Za prozracne sredine indeks prelamanja je n’ = /elg, dok je

"

' = el (13.6.113)

/
2¢/Eug

Sredina je nedisipativna.

13.7 Talasni paket i grupna brzina

Realni izvori elektromagnetnih talasa ne generisu talase tacno odredjene frekvence i talasnog
vektora. Ove velicine su uvek unutar nekog, u najboljem slucaju uskog, intervala frekvenci
odnosno talasnog vektora. Superpozicija ravnih monohromatskih talasa koja je lokalizovana u
prostoru (slika 13.3) naziva se talasnim paketom. Pretpostaviéemo da je talasni vektor svakog
ravnog talasa realan, a da iz disperzione relacije (13.6.99) nalazimo frekvencu talasa. Zbog
linearnosti Maksvelovih jednacina sledi da je reSenje za elektricno polje superpozicija ravnih
talasa

1 )
E(t,r) = O / B EEe kT (13.7.114)

Da bismo dobili talasni paket uze¢emo da su talasni vektori unutar intervala (ko — Ak, ko + Ak).
Elektriéno polje je

ko—Ak .
E(t,r) = / PEE e wlt—lr) (13.7.115)
ko—Ak

gde su ampiltude Ey dobro lokalizovane u k prostoru i imaju pik za k = kj. Jednostavnosti radi
uzet¢emo k = ke,. Disperzionu relaciju ¢emo razviti u red oko kg uz zanemarivanje visih ¢lanova

w(k) = w(k)o + | (k= ko) . (13.7.116)
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AL
Slika 13.3:

Elektri¢no polje talasnog paketa je prema tome

ko+Ak (o
E - / 0 dkEkoe_i(w(kO)t—kofﬂ)eZ(Zk Otfm) (k—ko)
k

0o—Ak
2sin ((3—‘; t— x)%) '
= E4 - 0 e~ wlko)i=koz) (13.7.117)
o Ot -

Vidimo da amplituda talasnog paketa ima ostar maksimum. Polozaj ovog maksimuma odredjen
je sa

d;
d—z t—a = const, (13.7.118)
Grupna brzina je definisana kao brzina pomeranja ovog maksimuma
dr  dw
= = 13.7.119
YT T dk ( )

Razlicite monohromatske komponente u talasnom paketu imaju razlic¢ite fazne brzine zbog dis-
perzije. Grupna brzina govori o kretanju paketa kao celine. U opstem slucaju grupna brzina
je

0w
9 — 8_k :
Za izotropne sredine je w = w(k), tj. frekvenca talasa zavisi od intenziteta talasnog vektora.
Ako je sredina prozracéna tj. €/z(w) ~ 0 onda je w realno pa su grupna i fazna brzina date sa

v (13.7.120)

v, = v _dvk
9 9k dkk
wk nk

Pointigov vektor (pravac prostiranja zraka) je takodje kolinearan sa k. Iz w = kv sledi

dvf

Ug:vf+kdk

(13.7.122)
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odakle se dobija

vy = — (13.7.123)

I on(w) fwi
Ukoliko Je % > 0 (normalna disperzija) tada je v, < vy. U sluc¢aju anomalne dlsperz1Je oL
0 grupna brzma je veta od fazne. Tada grupna brzina moze biti veca od brzine Svetlostl
Medjutim u oblasti anomalne disperzije razvoj (13.7.116) nije opravdan jer se visi ¢lanovi ne
mogu zanemariti i to je razlog sto smo dobili nefizicki rezultat koji bi bio u suprotnosti sa
specijalnom teorijom relativnosti.

13.8 Sredine sa prostorno—vremenskom disperzijom

Do sada smo razmatrali sredine sa vremenskom disperzijom, Sto je najcesc¢i tip disperzije kod
materijalnih sredina. Kada je talasna duzina elektromagnetnog polja reda velicine karakteristicne
duzine sredine prostorna disperzija takodje postaje znacajna. Elektrodinamicka reakcija sredine
u tacki r zavisi od polja u okolnim tackama. Prostorna disperzija je prostorna nelokalnost.
Ranije smo objasnili da vremenska disperzija uvek prati prostornu disperziju. Supstancijalne
jednacine sredine sa prostorno-vremenskom disperzijom su date sa

t
= / dt’/dgr/Fij(r —r' t—=t)E;{t',r")
—tOO
= / dt//dsT’IGU(R— r’,t—t/)Hj(t',r’)
;OO
= / dt’ / Er'Ki(r — v/t —t)E;(t', 1)) .
Ove formule se odnose na sredinu koja pored osobina koje smo naveli je stacionarna i homogena.
Prostorna disperzija je znacajna kod sredina u kojima su prisutna slobodna naelektrisanja. Slo-
bodna naelektrisanja pri termalnom kretanju sa jednog na drugo mesto sredine nose informa-
ciju o elektrodinamickoj situaciji. Ovaj efekat je izrazen u plazmi. Postupajuéi kao u slucaju

vremenske disperzije supstancijalne jednacine se mogu napisati tako da se integrali po celoj
vremenskoj osi, npr.

—50/ dt’ /d?’r’z—:w r—r' t—t)E;(t',r'), (13.8.124)

gde je g;j(r—r',t —t') = Fj;(r —r',t —t')n(t — t'). Elektricno polje E(t,r) i ¢;; ¢emo razloziti u

Furijeove 1ntegrale
E(t,r) = / dw / AP KB e @
R3

eij(t,r) = / dw / dPheij(w, k)e k) (13.8.125)

R3

88

8
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Zamenom (13.8.125) u (13.8.124) dobijamo

Kod sredina sa prostorno—vremenskom disperzijom dielektri¢na propustljivost zavisi od frekvence
i od talasnog vektora. Sredine sa prostornom disperzijom su anizotropne. Anizotropija potice
od same c¢injenice da dielektricna odnosno magnetna propustljivost kao i provodnost zavise od
talasnog vektora. Dielektri¢na propustljivost nije skalar ve¢ je simetrican tenzor konstruisana od
Kronekerove delte i simetri¢ne kombinacije talasnog vektora, k;k;/k*. Sasvim generalno tenzor
propustljivosti ima slede¢i oblik

ik

kik;
ij(w, k) = e (k,w) <5ij — ?> + ek, w) =2

k?

(13.8.127)

Velicine e, (k,w) i €(k,w) su skalarne funkcije koje nazivamo trasverzalnom odnosno longitudi-
nalnom propustljivoséu. Izrazi 6;; — k;k;/k* i kik;/k? su transverzalni odnosno longitudinalni
projektori.

Jedan od vaznih primera prostorno—vremenske disperzije je opticka aktivnost. Kod sredina
sa slabom prostornom disperzijom tenzor propustljivosti moze se razloziti u red po stepenima
talasnog vektora

aj(w, k) = &Tij(W) + z%jm(w)k:m + ... (138128)

Mi se ne¢emo dalje upustati u analizu elektrodinamike ovakvih sredina. Mnogo vise detalja
mozete naci u [3] i [4].
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Glava 14

Ravan monohromatski talas u
anizotropnim sredinama

U prvom poglavlju ove glave prou¢avamo prostiranje ravnog monohromatskog talasa kroz kristal.
Analiza se uglavnom odnosi na tzv. jednoosne kristale. U drugom poglavlju se analizira uticaj
stalnog spoljasnjeg magnetnog polja na elektrodinamicke karakteristike sredine. Pokazac¢emo
da usled prisustva spoljasnjeg magnetnog polja sredina postaje anizotropna. Zatim se analizira
obrtanje ravni polarizovane svetlosti koja se propusta kroz ovu sredinu.

14.1 Prostiranje kroz prozracan kristal

Razmatra¢emo prostiranje ravnog monohromatskog talasa kroz dielektrik koji je prozracan, ani-
zotropan, homogen i stacionaran sa vremenskom disperziom. Dielektri¢na propustljivost je re-
alna simetricna matrica €;;(w) koja zavisi od frekvence. U daljem tekstu necemo eksplicitno
pisati zavisnost komponenti dielektricnog tenzora od frekvence jer razmatramo prostiranje ta-
lasa zadate frekvence. Posto je € simetrican tenzor mozemo ga dijagonalizovati. Tako prelazimo
u sistem glavnih osa ovog tenzora gde je taj tenzor dat sa

&1 0 0
e=[0 & 0] . (14.1.1)
0 0 3

Takodje uzeé¢emo da je p =~ 1, pa jednacine sredine imaju oblik

Dz‘ = EogijEj

Zamenom izraza koji karakterisu ravan monohromatski talas

D = Doe—i(wt—k-r)7 E= Eoe—i(wt—k-r)
B = B @kt H = Hye @ik (14.1.3)

245
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Slika 14.1: Elektri¢no polje lezi u ravni koju odredjuju talasni vektor i vektor elektri¢ne indukcije.

u Maksvelove jednacine dobijamo

k-D=0

k-B=0

kxE=wB

kxH=—wD . (14.1.4)

Vektori elektricne i magnetne indukcije i jac¢ine magnetnog polja su ortogonalni na talasni vektor
k. Vektor jacine elektricnog polja nije ortogonalan na talasni vektor. Mnozenjem trece i Cetvrte
Maksvelove jednacine skalarno sa E, odnosno B dobijamo H - E = 0, odnosno H- D = 0.
Dakle, jac¢ina magnetnog polja je ortogonalna na jacinu elektricnog polja i na vektor elektricne
indukcije. Jacina elektricnog polja lezi u k, D ravni. Pointingov vektor

S,=ExH= L(EQk — (k-E)E) (14.1.5)

How

nije kolinearan sa talasnim vektorom (slika 14.1). Pointingov vektor je pravac prostiranja zraka u
kristalu i on se ne poklapa sa pravcem prostiranja talasa. Mnozenjem tre¢e Maksvelove jednacine

vektorski sa k dobijamo
k x (k x E) = —j1pgow?*éE | (14.1.6)

gde smo primenili treéu Maksvelovu jednac¢inu. Razvijanjem dvostrukog vektorskog proizvoda

dolazimo do )

(k-E)k — i’E = -2 ¢E . (14.1.7)
C

Projektovanjem gornje jednacine na ose Dekartovog sistema dobijamo

2

K2E; — (k- E)k; = ‘;)—QgijEj (14.1.8)
odnosno
w2
(k251j - ]{Zlkj - —Efij)Ej =0. (1419)
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Talasni vektor predstaviéemo u obliku k = kk = k:(l%l, ko, 1%3), gde je k ort usmeren duz talasnog
vektora. Deljenjem gornjih jednacina sa k2 dobijamo

2

PN (%
(85 — kike; — C_ggij)Ej =0. (14.1.10)

Homogen sistem jednacina (14.1.10) ima netrivijalno resenje ako i samo ako mu je determinanta
jednaka nuli, tj.

1-— /A{% - % —/%11%2 _1%11%3
—kky 1 —k2— —g —koks |=0. (14.1.11)
. . . 2
—lerks —koky  1-k3 -
Uveli smo oznake v; = \/La Razvijanjem determinante dobijamo
2 R R

=1.

2 2 2 2 2 2

Ako dalje, sa desne strane iskoristimo 1 = k2 4 k2 + k2, dolazimo do

k2 k3 k3
- 1 4 2 + 3

=0 14.1.12
Ul—vj% v%—vj% v%—v]% ’ ( )

odnosno

B2 (0 —02) (0 = o2) + B (03 = 02) (03 = o3) + (0 = o}) (w3 —0d) =0 (14.1.13)

Jednacina (14.1.12), odnosno (14.1.13) je Frenelova jednacina kristalooptike. Ona omoguéava
da se odrede fazne brzine ravnog monohromatskog talasa koji se prostire duz zadatog pravca.
Vidimo da je ova jednacina bikvadratna po faznoj brzini talasa odnosno kvadratna po ’UJ%.
Funkcija

=1 ¢ v?

ima oblik kao na slici (14.2). Jasno je da ona ima najvise dve nule. Svakom pravcu k odgovaraju
dva resenja Frenelove jednacine: vy, vyo. To znaci da se duz svakog pravca u kristalu mogu
prostirati najvise dva nezavisna ravna monohromatska talasa. Pravci duz kojih se fazne brzine
talasa poklapaju nazivaju se optickim osama kristala. Moze ih biti najvise dve. Kristali sa
jednom optickom osom nazivaju se jednoosnim, a oni sa dve opticke ose su dvoosni.

Kod jednoosnih kristala dve svojstvene vrednosti dielektricne propustljivosti se poklapaju,
tj. €1 =€ =€, i3 =¢. Ako uzmemo da je

~

k = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin @, cos )
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f(w?)

Y
\]

I I
| |
| |
| |
| |
| |
| |
! !

2 2

1! 21
| |
| |
| |
| |
| |
| |

v v v3 v
Slika 14.2: Funkcija f(v?).
Frenelova jednacina za jednoosne kristale je
2 2 2
Pl - )t (v - ) eoste] =
vi— — | |lvi——)sin“0+ (v — — )cos“d| =0, 14.1.14

gde je 0 ugao izmedju z-ose i talasnog vektora ravnog monohromatskog talasa. Gornja jednacina
daje dva resenja za faznu brzinu talasa. Prvo je
¢ (14.1.15)
v = —— 1.
f &

dok je drugo resenje

I 2
Vpg = 4/ —sin®f + — cos? 0 . (14.1.16)
€l g1
Lako se vidi da se fazne brzine talasa poklapaju za 0 = 0, tj. vy = vp = \/% Opticka osa
kristala je z—osa. Dakle duz svakog pravca se prostiru dva ravna monohromatska talasa sa

razlic¢itim faznim brzinama. Indeks prelamanja talasa fazne brzine vy je

c
n=—=,/c1 . (14.1.17)
V1
Ovaj talas se naziva redovnim ili obi¢nim talasom. Indeks prelamanja za ovaj talas je nezavisan
od pravca njegovog prostiranja. Za drugi talas indeks prelamanja

ne © _ \/ o (14.1.18)

£ sin® 0 + &) cos? 0

zavisi od pravca prostiranja. Ovakav talas se naziva neredovnim. Kada talas pada iz vakuuma
na jednoosni kristal, dolazi do refleksije i prelamanja talasa. Postoje dva prelomljena talasa koji
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se prostiru u kristalu. Duz svakog pravca u kristalu prostiru se dva talasa razli¢itih indeksa
prelamanja. Ovaj efekt se naziva dvojno prelamanje. Jedan talas zadovoljava Snelijusov zakon
a drugi ne.

Ve¢ smo rekli da su vektori elektricne i magnetne indukcije ortogonalni na talasni vektor
i medjusobno ortogonalni. Sa druge strane vektor jacine elektricnog polja nije normalan na
talasni vektor. Iz tog razloga se vektor D koristi za odredjivanje polarizacije talasa u kristalu.
Da bismo analizirali polarizaciju talasa prvo ¢emo izabrati koordinatni sistem cija je z osa
usmerena duz talasnog vektora k. U ovim koordinatama tenzor propustljivosti nije dijagonalan.
Projektovanjem vektorske jednacine (14.1.7) u ovom koordinatnom sistemu dobijamo

2
v
_ _f
E, = ng
,02
B, = C—;”DQ, (14.1.19)

dok je z jednacina identitet 0 = 0. Dalje, iz D = ¢y€E sledi

Er\ | (e e e (D
By o &1 € D,
L "\exn' em em 0
Odavde dobijamo
1
El = —EfalDa
€0
1
E, = —&,'D,, (14.1.20)
€0

gde indeks a uzima vrednosti 1 i 2. Zamenom ovih jednacina u (14.1.19) dobijamo sistem
homogenih jednacina
vj
- -1
(en — g)Dl +ep Dy = 0
2
~1 -1 _ Y _

Matica E;bl je simetri¢na 2 matrica koju mozemo dijagonalizovati. Ako sada x iy ose izabremo
tako da je matrica 5;,)1 dijagonalna. onda gornji sistem jednacina postaje

~— U =~
(€1l—c—§) 1 = 0
2
—1_"Hp, — ¢ 14.1.22
(82 02) 2 — 9 ( . )

gde smo sa ;1 obelezili svojstvene vrednosi matrice €. Iz (14.1.22) je jasno da su fazne brzine
talasa date sa

Vg = C\/E,L .



250 GLAVA 14. RAVAN MONOHROMATSKI TALAS U ANIZOTROPNIM SREDINAMA

Za vy = Vg1 je D, # 01 Dy = 0, tj. talas je linearno polarizovan duz pravea . Sliéno, talas
fazne brzine vy = vyy je polarizovan duz g ose.

Dakle da zaklju¢imo. Duz svakog pravca u prozracnom kristalu prostiru se najvise dva
linearno polarizovana talasa sa razlicitim faznim brzinama.

Primer 1. Neredovan talas prostire se u jednoosnom kristalu pod uglom 6 prema optickoj
osi. Odrediti ugao izmedju talasnog vektora k i elektri¢nog polja ravnog monohromatskog talasa,
i ugao izmedju smera zraka i opticke ose kristala.

Resenje: Neka je talasni vektor k = k(sin 6, 0, cos #), tada sistem jednacina (14.1.10) postaje

sin 6 E; v el Fy
(Eysinf + Fs3cos6) 0 — | Ey | = —% e FEs (14.1.23)
cos 6 Es ¢ g3

Es=——F,tan6 (14.1.24)

i By = 0. Ugao izmedju E i talasnog vektora k obelezi¢emo sa «. Ako jednacinu (14.1.7) skalarno
pomnozimo sa E dobijamo
Vi2 e BY + 1 B3

2 _
cos“a—1= = I (14.1.25)
Sredjivanjem gornjeg izraza dobijamo
2 a2 ) in2
) (e —€1)” cos®Osin f
cos” a = 14.1.26
5ﬁ cos? 6 + &2 sin® 0 ( )
Ugao izmedju Pointingovog vektora, tj. pravca zraka i opticke ose je odredjen sa
S .
cos§f = —2 8 (14.1.27)
Sy
Krajnji rezultat je
€
tan 6 = —— tan# . (14.1.28)
&l

Primer 2. Ravan talas pada iz vakuuma na ravnu povrsinu jednoosnog kristala. Opticka osa
kristala je normalna na povrsinu kristala. Naci pravce redovnog i neredovnog zraka u kristalu.
Upadni ugao talasa je 6.

Resenje: Opticka osa (z-osa) je normalna na slobodnu povrsinu kristala. Neka je 61 ugao preloml-
jenog talasa za redovni talas. Zakon prelamanja daje

sinf; = /e, sinéb, . (14.1.29)

Za redovan talas pravac zraka se poklapa sa pravcem prostiranja talasa.
Za neredovni talas imamo
Vo sinfy = csin by | (14.1.30)
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gde je 6, ugao izmedju talasnog vektora neredovnog talasa i z— ose. Iz gornje jednacine dobijamo

0oVl (14.1.31)

tan 6y =
\/6||€l — &1 SiIl2 QO

Pravac zraka za neredovni talas se dobija pomoc¢u formule iz prethodnnog primera. Rezultat je

in o
tanf, = | £ 0 (14.1.32)
€l \/ € — sin® 6,

14.2 Faradejev efekat

U ovom poglavlju razmotri¢emo uticaj spoljasnjeg konstantnog magnetnog polja na dielek-
tricne karakteristike sredine. Neka se neki razredjeni visoko jonizovani gas (plazma) nalazi u
spoljasnjem magnetnom polju By = Bye,. Jedan od primera ovakve sredine je jonosfera koja se
nalazi u spoljasnjem magnetnom polju Zemlje. Tenzor dielektri¢ne propustljivosti sredine ¢emo
na¢i na standardni na¢in. Polazimo od jednacine kretanja elektrona

mi = —e(Boe ™" + 1 x By) . (14.2.33)

Kako je elektronski gas sastavljen od slobodnih elektrona to je kvazielasti¢na sila koja deluje na
elektrone jednaka nuli. Lorencova sila sadrzi dva dela. Jedan potice od prisustva konstantnog
magnetnog polja, a drugi zbog postojanja monohromatskog talasa frekvence w. Magnetni deo
Lorencove sile kojom elektromagnetni talas deluje na elektron smo zanemarili, jer je kretanje
elektrona nerelativisticko. Takodje zanemarili smo silu trenja koja deluje na elektron. Partiku-
larno reSenje jednacine kretanja trazi¢emo u obliku r = roe=**! . Zamenom u jednac¢inu dobijamo

w’ry = EEo:p—iwcw’yo
m

Wiy = %Eoy—l—iwcwxo

Wz = —E,, (14.2.34)
m

gde je w? = eBy/m ciklotronska frekvenca. ReSavanjem gornjeg sistema jednac¢ina dobijamo

g%
EEOI 7 w EOy

SR w? — w?
6E0y+2.%E0$
Yo = e
m  w?— w?
2 = ——Fp. . (14.2.35)

mw
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Polarizacija sredine je P = —ner, gde je n koncentracija elektrona, odakle dobijamo elektricnu
indukciju D = ggE+P = ¢(€E . Tenzor elektricne propustljivosti se dobija iz prethodne jednacine
ion je dat sa

w? L wwe
1 - wawg Zw(wgfc;)g) 0
A wiwe w2
g = _iw(wg—wg) 1 — T 0 , (14.2.36)
2
0 0 1-%

gde je w}% = e?n/(egm) plazmena frekvenca. Iz tenzora propustljivosti vidimo da u odsustvu
spoljnjeg magnetnog polja sredina bi bila izotropna sa dielektricnom propustljivoséu

e=1--2. (14.2.37)

Prisustvo magnetnog polja dovelo je do anizotropije sredine. Tenzor propustljivosti je hermitska
matrica.

Ispitajmo sada prostiranje ravnih monohromatskih talasa u ovoj sredini. To znaci da je E =
Eqe~ @ik ode je Ey amplituda talasa frekvence w i talasnog vektora k. Ostale elektrodinamicke
veli¢ine imaju analogan oblik. Maksvelove jednacine za ravne monohromatske talase su

k-D =0

k-B =0

kxE = wB
kxB = —gouoéwE . (14.2.38)

Mnozenjem trec¢e jednacine vektorski sa k sa leve strane i primenom cetvrte jednacine dobijamo

2
(k-E)k — i’E = -2 ¢E . (14.2.39)
C

Uzmimo da se talas prostire duz z ose. Ako se frekvenca talasa poklapa sa plazmenom frekven-
com, onda je E, # 0, a £, = E, = 0. Prema tome elektromagnetni talas frekvence w = w, je
longitudinalan. Sa druge strane, ako je w # w, prva Maksvelov jednacina onda daje Es = 0, tj.
talas je transverzalan. Iz (14.2.39) dobijamo sistem homogenih jednacina

2 2
<k2 - %@_)EI - z“’c"—zeaEy -0
w? w?
il + (k- geL)Ey ~ 0, (14.2.40)

gde smo uveli oznake

g =i—L (14.2.42)
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Determinanta gornjeg sistema mora biti jednaka nuli. Iz ovog uslova dobijamo dve disperzione
relacije; duz z ose prostiru se dva talasa sa razlicitim faznim brzinama

&
vy = ———
f1 VEL + Eq
Vpp = e (14.2.43)

Zamenom ovih vrednosti faznih brzina u sistema jednacina dobijamo da za prvi talas vazi F, =
1P, a za drugi I, = —il,. Ova dva talasa su kruzno polarizovana. Prvi je desno, a drugi levo
polarizovan. Indeks prelamanja za prvi talas je

14.2.44
. (14.2.44)

C
nl:_:ng—f_Ea:\/l_a)(—’

odnosno

CU2
Ny = — =\l — g = \/1 - w(—” (14.2.45)

Vg2 W —we)

za drugi talas. U sredini dolazi do dvojnog prelamanja. Na slici () smo nacrtali zavisnost
kvadrata indeksa prelamanja n? i n3 od frekvence, za slu¢aj w, = 2w.. Nule ovih funkcija su

—Wwe + /w2 + 4w
2
We + /w2 + dw?
N 2

wW_ =

Wy (14.2.46)
Za frekvence vece od w, levo polarizovani talas, odnosno za frekvence ve¢e od w_ desno polar-
izovani talas u sredini poropagiraju bez prigusenja. Za w < w_ talasni vektor desno polarizo-
vanog talasa postaje ¢isto imaginaran. To se isto desava kod levo polarizovanog talasa u oblasti
w. < w < wy. U ova dva slucaja dolazi do refleksije upadnog talasa. Za levo polarizovani talas
postoji jos jedna grana funkcije n3 u kojoj je n3 pozitivno.

Neka ovakva sredina ispunjava prostor z > 0. Na grani¢nu povrsinu, z = 0 ove sredine sa
vakuumom normalno pada linearno polarizovan talas. Neposredno uz granicu, za z = 0 u sredini
talas polarizovan duz y ose je

By i\ . By =i\
E(t,z =0) = E, ((1)) et — 70 G) et 70 ( 11) et (14.2.47)

Upadni linerano polarizovan talas napisali smo kao zbir dva cirkularno polarizovana talasa.
Propagiranjem kroz sredinu dolazi do dvojnog prelamanja, jer se levo odnosno desno polarizovane
komponente prostiru sa razlicitim faznim brzinama. U sredini elektri¢no polje talasa je

_ Eo (0 iriems | Eo (=0 jupienz,
E(t,z)-;(l)e E +7 1 )€ C (14.2.48)
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Pravo elektricno polje dobijamo uzimanjem realnog dela gornjeg kompleksnog polja. Tako do-
bijamo
ol tms) \ [sin (225222)
E(t,z) = Eycos <wt — —z) (14.2.49)
2c cos (@z)
C

Vidimo da je talas na dubini z linearno polarizovan, ali nije polarizovan duz y ose, ve¢ duz pravca

koji sa y osom zaklapa ugao
w(ng —nyq) B

2c
Doslo je do obrtanja ravni polarizovane svetlosti. Ovo je tzv. Faradejev efekat.

0= (14.2.50)



Glava 15

Prostiranje talasa u talasovodu

U ovoj glavi analiziraéemo prostiranje elektromagnetnih talasa u talasovodima. Talasovodi
su uske metalne cevi koje sluze za prenos visoko-frekventnih elektromagnetnih talasa. Un-
utrasnjost talasovoda moze biti neki dielektrik ili vakuum. Poprecni presek talasovoda je najcesée
pravougaonog ili kruznog oblika. Talasovodi imaju ogromnu primenu u mikrotalasnoj tehnici, jer
se njima talasi talasne duzine reda metra i manje prenose. Za talase vise frekvence, u infracrvenoj
oblasti koriste se opticka vlakna. Vise detalja mozete naéi u [1].

15.1 Pravougaoni talasovod

Prepostavi¢emo da su zidovi talasovoda idealni provodnici, tj. pretpostaviéemo da je provodnost
zidova beskonacno velika. Debljina skin sloja je onda zanemarljiva pa su polja u provodniku
jednaka nuli. Odavde sledi da na stranama talasovoda moraju vaziti slede¢i grani¢ni uslovi

n-Bl =0inx E‘ = 0. Uzecemo da je presek talasovoda u xOy ravani, a da je z—osa
5

S
usmerena duz ivice talasovoda. Polja u talasovodu imaju slede¢i oblik

E(t,r) = &(v,y)e witih:=

B(t,r) = B(x,y)e itk (15.1.1)
Zamenom ovog resenja u tre¢u Maksvelovu jednacinu dobijamo
o, . .
(;; —ik,E, = wh, (15.1.2)
a;; +1ik.E, = whB, (15.1.3)
o€, 0&, .
— — = B. . 15.14
or oy “ ( )
Iz jednacina (15.1.2) i (15.1.3) sledi
w 1 0E,
A
w 1 0,
= ——B,— — : 15.1.
&y szx k. Oy (15.1.5)
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Cetvrta Maksvelova jednacina daje

aazzz — kB, = —z';"—st (15.1.6)
—%% Vik.B, = —igé’y (15.1.7)
% _ a@iﬂv = (15.1.8)
Iz (15.1.6) i (15.1.7) imamo
B, = —éa’y —é%
B, = éé’x— é%iz . (15.1.9)

Kombinovanjem (15.1.5) i (15.1.9) dobijamo

B, =

ikZC2 8Bz W a“-;:z
(% " reay)

w? —c2k2\ 0x  k,c® Oy
ikzc2 8BZ w agz

B, = w2—c2k§< oy k.c? c%v) '

(15.1.10)

Iz jednacina (15.1.10) vidimo da su x i y komponenta magnetne indukcije odredjeni sa z kompo-
nentama elektricnog i magnetnog polja. Sli¢no iz (15.1.5) a primenom (15.1.10) zaklju¢ujemo da
su x i y komponetne elektricnog polja odredjene sa z komponentama. Dakle, transverzalne kom-
ponente polja (polja u zOy—ravni) su odredjene sa longitudinalnim komponentama. Zamenom
izraza za B, i B, u drugu Maksvelovu jednacinu dobijamo dvodimenzionu talasnu jednacinu za

B.:
(aa—;+aa—;>82+ (‘z_j—kg)gzzo. (15.1.11)

Jednaéinu (15.1.11) mozemo prepisati u obliku

w2

ArB. + <—2 — kﬁ)Bz —0, (15.1.12)
c

gde je Ar dvodimenzioni Laplasov operator. Analogno, iz prve Maksvelove jedna¢ine dobijamo

da &, zadovoljava talasnu jednacinu

w2

ArE. + (—2 - kf)é’z ~0. (15.1.13)
c

Tangencijalna komponenta elektricnog polja i normalna komponenta magnetne indukcije na

boc¢nim granicama talasovoda su jednake nuli. Talasne jednacine za z komponente elektriénog

i magnetnog polja su ekvivalentne, ali grani¢ni uslovi koje zadovoljavaju ove dve komponete
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su razliciti. To znac¢i da su njihove svojstvene vrednosti razlicite. Zbog toga resenja za elek-
tromagnetne talase podelicemo u dve kategorije. Prvi skup reSenja su reSenja kod kojih je
elektri¢no polje transverzalno, tj. E, = 0. Ove mode se nazivaju transverzalni elektricni talasi i
obelezava¢emo ih sa TE. Drugu grupu modova ¢ine transverzalni magnetni talasi, kod kojih je
B, =0.

Dalje ¢emo analizirati pravougani talasovod. Poprecni presek talasovoda je pravouganik,
dimenzija a X b. Neka je r—osa usmerena duz stranice duzine a, a y—osa duz druge stranice

pravouganika. Prvo ¢emo analizirati TE polje. Na granicama x = 0 i x = a talasovoda mora

0B

5=| = 0. Slicno mozemo zakljuciti da iz
S

vaziti B;|s = 0, §to zamenom u (15.1.10) daje

uslova B,|s = 0 na grani¢nim ravnima y = 0 i y = b sledi 68—% o= 0. Generalno, TE modovi
zadovoljavaju grani¢ni uslov
0B,
=0, 15.1.14
on ls ( )

gde je n ort normale granice.

Resenje jednacine (15.1.11) pretpostavi¢emo u obliku B, = X (x)Y (y). Zamenom u jedna¢inu
(15.1.11) lako se vidi da su resenja za funkcije X i Y linearna kombinacija sinusa i kosinusa.
Granicni uslovi izdvajaju sledece resenje

B. = By cos <@> Ccos (@) , (15.1.15)
a b
gden,m e Z i
2 2 2
(nl> + (@) +R =2 (15.1.16)
a a c

Uveséemo oznaku
9 o (M2 mm\ 2
Wi = € 7 + T

pa je w? = w?,  + c®k? . Preostale komponete TE modova se lako dobijaju

B, = %By
E, = —%Bx
(15.1.19)

Kada je w > w,,, onda je k. realno; moda propagira duz z-ose. U suprotnom, w < wy,,, talas se
prigusuje. Frekvenca wy,, je grani¢na (cut-off) frekvenca. Grupna brzina se nalazi po definiciji

Ow w2
= _ _ Zmn . 15.1.2
% C 2 <c (15.1.20)

Ug
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Drugu kategoriju moda ¢ine TM mode, za koje je B, = 0. Graniéni uslovi su E,|s = 0.
Komponente polja se nalaze slicno kao u slucaju TE modova. Rezultat je

/NI . (MTYN
E, = Eysin (—) sin (—)e iwttiksz
a

b

B 1w mm . (NTX MTYN  _jttik,z
Be = Gaphy o (5g) s (F57)e

- w nm nnx . MTYN  _ittik,z
By = gl cos (5)sin (57

w

EQS — k_ZBy
B, = —%Bw. (15.1.21)

15.2 Snaga i disipacija snage u talasovodu

Vec smo rekli da talasovodi sluze za transport elektromagnetne energije. Zato odredimo Pointin-
gov vektor u talasovodu i to za TE mode. Kako koristimo formalizam kompleksnih polja to je
Pointingov vektor dat sa

S, — Mia%e(E) « Re(B) . (15.2.22)

Njegova srednja vrednost duz z pravca je

1
S,-e.) = —Re(ExB")-e,
(Sy - e:) 2o ( )
w
= o (|B2)? + | By|?). (15.2.23)

Zamenom izraza (15.1.17) i (15.1.18) dobijamo

k.c*wB 2 2
50 B2 s (72 (720 () (5 s ()]
(15.2.24)
Srednja snaga koja se prenosi kroz talasovod je fluks z—komponente Pointingovog vektora kroz

poprecni presek talasovoda. Lako se dobija da je ona data sa

Awk.,abB?

Ovaj rezultat se odnosi na TE mode.
Provodnost provodnika ma koliko velika nije beskonacna pa polje u provodniku nije jednako
nuli. Magnetno polje u provodniku, B, zadovoljava difuzionu jednacinu

B
AB, = —iuoucaw% (15.2.26)
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u kvazistacionarnoj aproksimaciji. Na grani¢noj povrsini sa metalom normalna komponenta
magnetne indukcije je neprekidna, ali ¢emo je u prvoj aproksimaciji zanemariti u provodniku.
Tangencijalna komponenta magnetnog polja je nezanemarljiva. Ako sa & obelezimo koordinatu
normalnu na povrsinu provodnika i usmerenu ka unutrasnjosti provodnika onda je

H, = Hye it5 it (15.2.27)

gde je Hr jac¢ina magnetnog polja na granici metal-vazduh, a § debljina skin sloja. Ovo je u
skladu sa graniénim uslovom n x (H — H,.) = 0. Pretpostavili smo da se polje menja samo sa
koordinatom £ zanemarivsi njegovu zavisnost od tangencijalnih koordinata. Ovo znaci da je

0
= —N—
v aé- )
gde je ort normale n usmeren suprotno od £ ose. Jacina elektri¢énog polja u provodniku je
1 0
E.=—(-n_ xH,) 15.2.28
o naf ( )
odnosno
E.=(1-1) ”;”“C(n x Hy)e  $+5 -t (15.2.29)
o
Srednja vrednost zapreminske gustine omskih gubitaka snage u metalu je
1 1
¢=30 (Re(E. - E.)) = §u0ucw6_%|HT|2 . (15.2.30)
Integracijom izraza za g po koordinati £ u granicama od 0 do beskonacnosti dobijamo
dP  popewd 9
— = Hr|” . 15.2.31
o = | (15231)

To je oslobodjena snaga po jedinici povrSine u metalu. Izracunajmo sada omske gubitke snage
po jedinici duzine talasovoda za TE mode. Na bo¢noj granici talasovoda y = 0 imamo

dP L0 LW / “ 9
— = — dz|H
dz y=0 4 0 :U’ T| y=0
_ pewd B2 /“ dx[kic‘* <n_7r>2sin2 <n7rx) +cos? (nm;ﬂ
dpo Sy W \ @ a a
pewdBia <k204 <n7r)2 )
= — 1). 15.2.32
8/1’0 wéﬁm a " ( )
Na preostale tri strane talasovoda omski gubici se nalaze analogno. Rezultat je
dP  pwdB k*ctr? rm?  m?
S BT (04 (%+7-)) 15.2.33
dz 4p (a ToT wt o \a b ( )
Velicina | 4P
- 15.2.34
2P dz ( )

predstavlja relativan gubitak snage polja na omske gubitke i naziva se koeficijentom prigusenja
talasovoda. Za TM mode se ova velicina dobija analogno. Ostavljamo vam za samostalni rad
da nadjete koeficijent prigusenja za TM mode u talasovodu.
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Glava 16

Rasejanje elektromagnetnih talasa

Ova glava posvecena je rasejanju elektromagntnih talasa. Prvo ¢emo definisati presek za rase-
janje, a zatim analizirati nekoliko primera rasejanja elektromagnetnih talasa. Nas prilaz je
zasnovan na klasicnoj elektrodinamici, tj. kvantne efekte ¢emo smatrati zanemarljivim.

16.1 Presek za rasejanje

Kada elektromagnetni talas pada na metu naelektrisane ¢estice mete pod dejstvom polja kreéu
se ubrzano. Ubrzano kretanje Cestica mete generise dopunsko polje, tj. meta emituju sekundarne
elektromagnetne talase (slika 16.1). Ovi sekundarni talasi se emituju u svim pravcima tako da
se upadni talas rasejava na meti. Rasejanje talasa je odgovor sredine na upadni elektromagnetni
talas. Talasi koje emituje meta pruzaju znacajnu informaciju o samoj meti, sto se dosta koristi
u spektroskopiji. Neka su dimenzije mete mnogo manje od talasne duzine upadnog zracenja.
Ova pretpostavka omogucava da na velikim rastojanjima od mete primenjujemo tehniku razvoja
polja po multipolima.
Elektricno polje upadnog ravnog monohromatskog talasa, frekvence w i talasnog vektora
kin = kines je
E, = Ey&e @i ki) (16.1.1)

gde je Ey amplituda talasa, a &;, vektor polarizacije. Magnetno polje ravnog talasa se dobija
iz elektricnog primenom cB;, = e3 x E;,. Na velikim rastojanjima r od mete elektri¢no polje je

Slika 16.1:

261
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Si

- z

kin

Slika 16.2: Upadni ravan monohromatski talas duz z—ose i rasejani talas pod uglom # u pravcu
orta n.

zbir upadnog i izracenog (rasejanog) talasa, tj.
E=E;, +E.. (16.1.2)

Elektriéno polje rasejanog talasa je

Eag = (16.1.3)

1 DXN)Xn nxm
((p Jxm +>
41eg c2r cAr

Vektor n je pravac propagiranja rasejanog talasa, a p i m su elektri¢ni odnosno magnetni dipolni
moment mete. Veli¢ine koje govore o efektima rasejanja talasa su diferencijalni presek za rase-
janje i ukupni presek za rasejanje. Diferencijalni presek predstavlja koli¢nik emitovane snage
zra¢enja u pravcu orta n i snage upadnog zracenja po jedinici povrsine

(dP) (S,) - nr2dQ

=08l = (Sl (16:14)

Gustinu fluksa snage upadnog talasa i snagu rasejanog talasa smo usrednjili po periodu. Difer-
encijalni presek meri koji deo snage zracenja se raseje u zadatom pravcu. Presek za rasejeanje
se dobija integracijom po uglovima

do
= —de) . 16.1.
- /dQ (16.1.5)

16.2 Rasejanje na slobodnim elektronima

Najjednostavniji primer rasejanja elektromagnetnih talasa je na slobodnom elektronu. Rekli smo
da pretpostavljamo da su dimenzije mete mnogo manje od talasne duzine upadne svetlosti. Ovaj
uslov ekvivalentan je tvrdjenju da je kretanje elektrona nerelativisticko. Iz tog razloga magnetni
deo Lorencove sile koja deluje na elektron je zanemarljiv. Jednacina kretanja slobodnog elektrona
koji se nalazi u okolini koordinatnog pocetka je

mi = —eRe(EpEe ") . (16.2.6)

Drugi izvod elektri¢nog dipolnog momenta elektrona je

2

b= —ef = — EyRe(Eme ™) . (16.2.7)
m
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Srednja angularna snaga rasejanog elektromagnetnog zracenja i pravcu orta n je

() = T (@)

64Eg ?R —twt 2
= W <( e(gjne X n) >>
B 1

= WZ <<8in€_iwt X 1n _|_ gikneiwt ™ n)2>
4E2
= " 1 |n-&.P). .

2(4m)2epc3m?

Srednja vrednost intenziteta Pointingovog vektora upadnog talasa je

Eg
(ISpinl) = e (16.2.9)
pa je diferencijalni presek dat sa
do e? 2

Izraz u zagradi je klasi¢ni radijus elektrona r, = 2,8 - 1073cm. Klasiéni radijus proton je
r, = 107'%cm, tj. za tri reda veli¢ine je manji od klasi¢cnog radijusa elektrona. Rasejanje talasa
na protonima je zanemarljivo u poredjenju sa rasejanjem na elektronima.

Vektor n i talasni vektor upadnog talasa, k;, = kj,es odredjuju ravan rasejanja. Formula
(16.2.10) se moze primeniti u sluc¢aju proizvoljne polarizacije upadnog talasa. Ako je polarizacija
upadnog talasa duz x ose, £;, = e; diferencijalni presek je

do e? 2
— ) =(—) . 16.2.11
(dQ)L (47reomc2> (16 )
Ako je upadni talas polarizovan duz y ose, tj. €, = e, imamo
do e? 2,
— ) =|— 0. 16.2.12
(dQ) I <47reom02> o8 ( )

Prirodna svetlost je nepolarizovana. Nepolarizovan talas je nekoherentna mesavina dva lin-
earno polarizovana talasa: jednog duz x a drugog duz y ose sa istim intenzitetima. Kada je
upadni talas nepolarizovan, presek za rasejanje se dobija usrednjavanjem po ove dve linearno
nezavisne polarizacije. Rezultat za nepolarizovan upadni talas je

(). - 322

< e )21+c0520
5 .

16.2.13
4mregmc? ( )
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Integracijom po uglovima dobijamo presek za rasejanje

8 e? 2
o=—(—5) . 16.2.14
3 (47r50m02> ( )
Gornji rezultat je poznat kao Tomsonova formula. On vazi kada je ispunjeno hw < mc?. U
suprotnom slucaju, tj. kada je energija upadnog fotona reda veli¢ine energije mirovanja elektrona
moramo da primenjujemo kvantnu elektrodinamiku.

16.3 Rasejanje na vezanim elektronima

Razmatrajmo rasejanje elektromagnetnog talasa na atomskom elektronu. Jednacina kretanja
elektrona u okolini koordinatnog pocetka je
E ) )
mr + m'yr + ’ITLLUSI' = _% <gine—lwt + g;nezwt>
= —eRe(EoEine™ ™) | (16.3.15)

gde su wy i v sopstvena frekvenca i faktor prigusenja elektrona. Uticaj magnetnog polja je
zanemarljiv. Partikularno reSenje gornje jednacine je

gine—iwt
r— —eE0§Re< el CER ) . (16.3.16)
m(wg — w? — iw)
Dipolni moment elektrona je p = —er pa je
QE 2 gin —iwt
p= 0 51%6< S ) . (16.3.17)
m wi — w? —iwy

Angularna distribucija snage rasejanog zracenja u dipolnoj aproksimaciji u pravcu orta n je

dP 1 2E 2,2 o —iwt 2
aP\ (e ow ) (?Re Ein X ne . )
dQ (Am)%eocd . m W — w? — iwy

. 1 (62E0w2>2(5m xn)-(E xn)
N 2(47'(')25003 m (wg _ (,(}2)2 + ’}/2(,(}2
1 2Fow?\2 1—|n- &,
- (6 - ) > n-Eul (16.3.18)
2(47’(')28003 m (WO —_ w2)2 + 720)2
Diferencijalni presek za rasejanje je

do e? 2 W
a0 1—|n- &) . 16.3.19
dQ <47r5002m) (W — w?)2 + 7%2( n ) ( )

Diferencijalni presek za rasejanje nepolarizovanog elektromagnetnog talasa dobija se usrednja-
vanjem po polarizacijama upadnog talasa, tj.

2 4

do e 2 w 1+ cos? 6
_ = . 16.3.20
<dQ>nep (4775002m> (wd — w?)? + 722 2 ( )
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Tomson

Slika 16.3:

Integracijom po prostornom uglu dobijamo presek za rasejanje

8 e? wt

2
7773 (47r€002m> (W — w?)? +72w?

(16.3.21)

Gornji rezultat za razliku od Tomsonovog preseka za rasejanje je frekventno zavistan. Ova
zavisnost je predstavljena na grafiku 16.3. Sopstvena frekvenca elektrona je u ultravioletnoj
oblasti pa je za vidljivu svetlost w < wy. Takodje je v < w pa se u tom slucaju gornji presek

svodi na )

8 e 241
=—|—] — . 16.3.22
7773 (47r5062m> wa ( )

Ovaj rezultat je poznat kao Rejlijeva formula. Presek za rasejanje je proporcionalan cetvrtom
stepenu frekvence upadnog talasa. Talasna duzina crvene svetlosti 700nm, a plave 400nm. Prema
tome plava svetlost se mnogo vise rasejava od crvene, odnosno

T 0t (16.3.23)

Oc

Kada je wy = 0 i v = 0 dobijamo Tomsonov rezultat.

16.4 Plavo nebo

Dielektri¢na propustljivost vazduha za vidljivu svetlost je

e=14Yy (16.4.24)

gde smo uzeli da je ws > w > 7,. U ovoj aproksimaciji dipolni moment atoma je

cobple — 1
N ZICES)
Ng

Re(Eme™ ™) . (16.4.25)

Postupajuci kao u prephodnom paragrafu dobijamo presek za rasejanje nepolarizovane svetlosti

4 -1 2 1 2
(da) ~ wie—1)?14cos®0 . (16.4.26)
nep

dQ  (4m)2cin2 2
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e

Slika 16.4:

Integracija daje presek za rasejanje molekula odnosno atoma
4 2
we—1)
=7 16.4.27
6mcin? ( )
Presek je proporcionalan ¢etvrtom stepenu frekvence upadnog talasa. Kada vidljiva svetlost
pogadja molekule vazduha ona se rasejava na njima i pri svakom sudaru deo snage upadnog
talasa se gubi na rasejanje. Taj deo snage je o, pa upadni fluks posle prolaska kroz sloj vazduha
debljine dx izgubi n,odx deo snage. Pretpostavili smo da je zracenje od razlicitih molekula
nekoherentno. Dakle intenzitet zracenja slabi za

dl = —In,odz (16.4.28)
odakle dobijamo zakon po kome opada snaga upadnog snopa sa dubinom
I = [he "% . (16.4.29)

Velicina o = nyo je koeficijent apsorpcije. Posle prolaska kroz sloj vazduha debljine A =
L — —L intenzitet talasa opadne e puta. Kako jee —1 = 6-107% n, = 3-10% 25 to je
A = 200km za crvenu, a A = 30km za plavu svetlost. Kada je Sunce u zenitu mi ne gledamo
direktno u Sunce i vidimo rasejanu svetlost. Kako se plava svetlost viSe rasejava to je nebo
plavo. Debljina atmosfere je oko h = 10km, slika 16.4. Rastojanje koje svetlost rasejana prelazi

je z = /(R+ h)2 — R? ~ vRh ~ 300km. Pri zalasku Sunca mi gledamo direktno u Sunce i

vidimo transmitovanu svetlost koja je crvena jer se plava rasejala.

16.5 Rasejanje na malim kuglicama

Neka je radijus kuglice a, a njena dielektri¢na propustljivost e(w). Kada se ovakva kuglica nalazi
u spoljnjem polju konstantnom polju E;, njen indukovani elektri¢ni dipolni moment je

e—1
e+2
Slicno se moze pokazati i sledece. Ako je p relativna magnetna propustljivost materijala od koga
je napravljena kuglica, onda ¢e njen magnetni dipolni moment biti

1
M+26L3Hin (16.5.31)
L

p = 47eg By (16.5.30)

m = 4r
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kad se kuglica nalazi u spoljnem magnetnom polju H;,. Nas interesuje rasejanje elektromag-
netnog talasa (16.1.1) na kuglici. Dimenzije kuglice su male u odnosu na talasnu duzinu talasa
pa ¢emo polje u kuglici smatrati homogenim. Pretpostavi¢emo da je p = 1, ¢ime ¢emo pojed-
nostaviti racun. Dipolni moment kuglice je

1 .
p= 47rgoi e (Eogme_“”t> . (16.5.32)

Zamenom ovog izraza u izraz za srednju vrednost angularne distribucije snage zracenja u dipolnoj
aparoksimaciji dobijamo

dP &g 3(5—1

2
0= 2 () aw B0~ n-£aP). (16.5.33)

Diferencijalni presek za rasejanje je

do a6w4’5—12

- (1—|n-Eul?) . (16.5.34)

Diferencijalni presek za upadni nepolarizovani talas dobija se usrednjavanjem. Rezultat je

do abwt e — 12
— = 1 —cos?0) . 16.5.35
<dQ>nep 2¢t le +2 ( €08 ) ( )
Integracijom po uglovima dobijamo totalni presek
8T (w\* g7 — 1\2
=—(— . 16.5.36
g 3 ( c> ¢ <€ + 2) ( )

U limesu € — oo iz ovog rezultata dobijamo rezultat za rasejenje na metalnoj kuglici. Analogno
prethodnom mogu se ukljuciti i efekti magnetnog dipolnog zracenja ukoliko je pu # 1.

16.5.1 Rasejanje na meti sa viSe centara rasejanja

Do sada smo razmatrali rasejanje ravnog elektromagnetnog talasa na jednoj meti. Sada ¢emo
pretpostaviti da imamo vise rasejivaca i da su oni u fiksnim pozicijama. Neka je r, radijus
vektor rasejivaca indeksa «. Jednostavnosti radi pretpostaviéemo da su svi rasejivaci isti i da su
dimenzije rasejivaca male u poredjenju sa talasnom duzinom upadnog talasa. Dipolni moment
rasejivaca indeksa « je proporcionalan sa upadnim poljem p = poe”“!tkinTe  Na velikim
rastojanjima od ove slozene mete magnetno polje rasejanog talasa je koherentna superpozicija
individualnih magnetnih polja od svakog rasejiva¢a ponaosob,

N .. R,
1 pa( - _a> X Ny,
B = < . 16.5.37

4drregc? ; R, ( )

Sa R, obelezili smo rastojanje izmedju rasejivaca indeksa « i tacke posmatranja, n, = R, /R,
je odgovarajuci ort. Koordinatni pocetak je u oblasti slozene mete, a r je vektor polozaja tacke
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posmatranja. Ortove n, aproksimira¢emo sa n = r/r. Dalje imamo R, = |r —r,| =7 —n-r,.
U imeniocu izraza za magnetno polje R, ¢emo aproksimirati sa r, a u brojicu ¢emo zadrzati i
naredni ¢lan. Magnetna indukcija onda postaje
—iw (t—1>
(&

N
1 —pow?e X0 e .
B= i(kin—k) Ta 16.5.38
dregcd Ea: r c ( )

k = “n je talasni vektor rasejanog elektromagnetnog talasa. Sa q = ki, —k obelezi¢emo promenu
talasnog vektora pri rasejanju. Fazni faktor e'?™* je jedina razlika koja se pojavljuje u odnosu
na slucaj kad imamo samo jedan centar rasejanja. Fazna razlika izmedju razlicitih rasejivaca
dovodi do interferencionih efekata. Pomocu izraza za magnetno polje lako se nalazi izracena
snaga u pravcu orta n, a pomocu nje dobijamo diferencijalni presek za rasejanje. Rezultat je

do _ (d_‘7> i i (ra—rp) (16.5.39)
a0~ \an/e &~ ° ’ >

ao,p=

gde smo sa (d—") obelezili diferencijalni presek za rasejanje na jednom rasejivacu. Dopunski
0

ao
faktor

N

F =Y ealas) (16.5.40)

a,B=1
predstavlja faktor koheretnosti, i pokazuje u kojoj meri se rezultat za rasejanje na vise rasejivaca
razlikuje od rasejanja na jednom. Ako rasejivaca ima puno i slucajno su rasporedjeni, faze u
sumi izraza (16.5.40) ¢e se pokratiti pa je F' = N. Rasejanje je u ovom slucaju nekoherentni zbir
rasejanja na pojedina¢nim rasejivacima. Suprotan slucaj je kad su rasejivaci pravilno raspored-
jeni, npr. kao u kristalima. Ako duz jedne linije imamo rasejivace, na medjusobnom rastojanju
L onda je
1 — eiNq'L

N-1
iQra __ iaq- L __
;eq _;e = (16.5.41)

sin? (—N g'L>
F = —L .
. 2 q.
o (22

Funkcija F za vrednosti q - q = 0,27, 4, ... ima maksimume koji iznose F' = N2.

pa je



Dodatak A

Vektorska analiza

Divergencija vektorskog polja A u Dekartovim koordinatama je

3 3
0A;
Latini¢nim slovima obelezavamo Dekartove koordinate. Parcijalni izvod po koordinati x; krace
zapisujemo kao 0;. Vektorski proizvod dva vektora A i B mozemo zapisati preko simbola Levi—
Civita na sledeéi nacin ,

A xB= Z eijkAjBkei , (AOQ)

ij k=1

gde su e; Dekartovi ortovi. Rotor vektorskog polja u Dekartovim koordinatama

3
rotA =V x E = Z eijkajAkei . (AOB)

i k=1

Vektorski identiteti:

div(pA) = pdivA + A -y, (A.0.4)
div(A x B) = BrotA — ArotB , (A.0.5)
V(A-B)=(A-V)B+ (B:-V)A + A xrotB+ B x rotA , (A.0.6)
rot(¢A) = YrotA + Vi x A | (A.0.7)
rot(A x B) = AdivB — BdivA + (B-V)A - (A-V)B | (A.0.8)
rotrotA = graddivA + AA . (A.0.9)
Integralni identiteti:
Gausova teorema
/ d*rdivA = ¢ A -dS (A.0.10)
v v

Ako se u Gausovoj teoremi za vektorsko polje izabere A = 1c, gde je c konstantan vektor
dobi¢emo

/d3rV¢: ¥dS . (A.0.11)
\%

oV
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Slicno, ako se uzme da je A = a x ¢, gde je a vektorsko polje dobija se

/ dPrrota = ]4 dS x a .
1% v

/ dPr(Vy - Vx +vAy) = %9\/ YV xdS .

14

Prvi Grinov identitet

Drugi Grinov identitet

hLd%u¢w~—wam:i%<wi—¢vas.

ov

Stoksova teorema
/rotA-dS— A -dr
s as

Iz Stoksove teoreme uzimanjem A = ci, odnosno A = a x ¢ dobijamo identitete

/H8xv¢: dry) |
S oS

/dS,-Vai —/deiva:j{ dr x a
s s as

(A.0.12)

(A.0.13)

(A.0.14)

(A.0.15)

(A.0.16)

(A.0.17)



Dodatak B

Dirakova delta funkcija

Dirakova ¢ funkcija je

(5(3:—(1):{ 0, =#a,
00, T =a,
tako da je
d
/ d(x —a)dxr =1, ako je c < a < d.
Osobine:

f(@)6(x = x0) = [f(20)d(x — ),

b
/ d(z —x1)d(x — xg)dx = 0(x1 — x2) ako je a < z7 < bili a < x9 < b,

5(—) = 8(x),
xd(z) =0
|z|0(2? — €) = d(x) kada € — 40,

L),

lal

Z e o)

—(0(x —a) + 0(z + a)).

d(ax) =

§(2* —a?) = ol

(B.0.1)

(B.0.2)

(B.0.3)
(B.0.4)

(B.0.5)
(B.0.6)
(B.0.7)

(B.0.8)

(B.0.9)

(B.0.10)

U formulama (3) i (4) funkcija f(z) je neprekidna. Navedene jednakosti treba shvatiti u smislu

su integrali leve i desne strane iste jednakosti jednaki. U formuli (B.0.9) z,, (n =

.., N) su

prosti koreni jednac¢ine f(z) = 0, koji pri tom nisu stacionarne tacke diferencijabilne funkcije
f(x). Posto je ¢ funkcija parna funkcija, iz relacija (2) i (3), pria = —b < 011 xg = 0, slede

jednakosti:

’ 1
/0 O(z)dr = 5
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(B.0.11)
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b
/O f(2)d(x)de = % £(0). (B.0.12)

Integrali koji sadrze izvod ¢ funkcije izracunavaju se parcijalnom integracijom:

/ Fl2)—8(z — xo)da = — / flla wo)dz = — (df;f))mo, (B.0.13)

gde je a < xg < b. Vazan slucaj ove formule zapisuje se ponekad kao:

xdix(F(x) = —i(z). (B.0.14)

Funkcije skoka (step funkcija) je definisana sa

1, x>z,

n(x —xo) = { 0 z<u (B.0.15)
Moze se pokazati da je d—funkcija izvod step funkcije, tj.
d
Sz —x9) = %77@ — ). (B.0.16)
Postoji vise analitickih reprezentacija ¢ funkcije. Neke od najcesée koris¢enih su:
I [ i 1 .. sinLx
o(z) = e e dk = - ng{)lo 7 (B.0.17)
1 .. sin?Lx
o(x) = — lim ———, (B.0.18)
1.,
éz) = - %1_}0 T (B.0.19)
1
S(x) = ﬁl}i_)rgoue*“ , (B.0.20)
Trodimenzionalna ¢ funkcija odredjena je relacijom:
d(r—rg) =0(x — x0)0(y — yo)d(z — 20) - (B.0.21)
Njeno osnovno svojstvo je izrazeno jednac¢inom:
/ dcrf(r)d(r —rg) = f(ro) , (B.0.22)
v

pri ¢emu se tacka sa radijus vektorom ry nalazi u oblasti V., a f(r) je neprekidna funkcija
definisana u toj oblasti. Ako se pomenuta tacka nalazi van oblasti V', onda je integral u (23)
jednak nuli. Nekada je korisno trodimenzionalnu ¢ funkciju predstaviti i kao trostruki integral
u beskonacnom k prostoru:

S(r —1o) = (2;) /d3k ik(r=ro) (B.0.23)
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Trodimenzionalna ¢ funkcija zadovoljava relaciju:

1 1
— =V’ —— = Anri(r - 1) . B.0.24
|r — 1| r — 1’| mo(r —r’) ( )
U proizvoljnim ortogonalnim krivolinijskim koordinatama (&, 7, () trodimenzionalna § funkcija
se zapisuje kao:

5(r — 1) = ﬁs(a — €0)5(n — )¢ — Go), (B.0.25)

gde je r= (67”7()? g = (5077707 CO)a a ’J‘ = ‘g((z:g:;)

jakobijan odgovarajuce transformacije.
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Dodatak C

Lezandrovi polinomi i sferni harmonici

Lezandrovi polinomi, P,(z), n=0,1,... su resenj
d*P, dp,
1—2? 52—
(1=27) dz? e
gde je =1 <z < 1.
Rodrigova formula:
1 d”
Py,
(z) = 20! dz”

Prvih nekoliko polinoma su:
Py(z) =1, Pi(z) ==z,

Generatrisa Lezandrovih polinoma:

Py(x) = %(SxQ —1), P(z) = %(5x3 — 3z).

Vv1-—2tr + 152 Z
Relacije ortonormiranosti:
1
/ P,(x)P,,(x)dx
~1
Osobine Lezandrovih polinoma:
Po(—z) = (-1
B, n(l) =

P 1(0) =0, Poy(0) =

1
/ ng_,_l(.T)dZB =
0

(=1)*(2k)!

a difrencijalne jednacine:

+n(n+1)P, =0,

t'P(z), t<1

(—1)*(2k)!

22+l (k 4 1)
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1
s / P2k<l‘)dl‘ = 5]@0.
" Jo

(C.0.1)

(C.0.2)

(C.0.3)

(C.0.4)

(C.0.5)

—~
o
D

~—
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Ako su m i n istovremeno parni ili neparni onda vazi:

/0 (@) Py ()i — 2n—1+15mn (C.0.10)
Rekurentne relacije:
(n+1)Piq(x) — (2n+ D)xP,(z) + nP,_1(z) =0, (C.0.11)
(2> — 1) P! (2) = nzPy(z) — nP,_1(z), (C.0.12)
P, i (x) — P, (z) = (n+ 1)P,(x). (C.0.13)

Na intervalu [—1, 1] Lezandrovi polinomi ¢ine bazis, odnosno oni su potpuni skup ortogonal-
nih funkcija, tako da se proizvoljna neprekidna funkcija na tom intervalu moze razviti u red po
Lezandrovim polinomima:

= icnpn(:(:), (C.0.14)

n=0

2n+1 [
= /1 f(z)Py(z) (C.0.15)

Generalisani Lezandrovi polinomi, P"(z) zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu

(1—1‘2)%%;%)—235%;@4- [1(1+1)— 1Tx2]am(x) =0. (C.0.16)

gde je:

Sferni harmonici

Sferni harmonici su definisani sa

m-Hm\ 20+ 1 (l — |m|) Im|
Y (0,¢) = (-1 P, e 0.1
lm( 7¢) ( ) J A (l+|m|) (COS ) ) (CO 7)
gdeje =l <m <1, 1=0,1,2,..., dok su P/"(cosf) generalisani Lezandrovi polinomi. General-

isani Lezandrovi polinomi dati su sa:

d™P)(cos 0)

P"(cosf) =sin™ 0 [dcos By (C.0.18)
Prvih nekoliko sfernih harmonika:

1
Yoo (0, = —, C.0.19
00( 90) \/E ( )
Yio(0,0) = 1/ cos, Yin(0,0) = —] - sin fei*
10\V,p) = . COs 110, @ 87TS e,
Vo0, 0) = 1/ ——(1—3cos?0), Yar(0) = /=2 cosf sin Bei®
200, @) = 167 COs 21\V, ) = 87TCOS S S

Yég(@,@) = —w/?)Q—ﬂ_Sin29€2w.
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Za negativne vrednosti m koristimo

YL—m(ea 90) = (_1)mY;n(9790) .

Sfreni harmonici su ogranicena resenja diferencijalne jednachine:

1 d . dy™ m2 .
sin 6 df (sm de ) * <l(l +1) - sin? 9> Y =0. (C.0.20)

Pri tome je dejstvo Laplasovog operatora na sferne harmonike:

I(1+1)

AY™(0,9) = — = Y™ (0, ¢), (C.0.21)
zar # 0.
Relacije ortogonalnosti:
™ 2w
[ Y0000 Yi 0.6 0000106 = 318, (€.0.22)
o Jo
Relacije kompletnosti:
00 l
Z Z Y (0,0 Y (0, ) = d(p — ¢")d(cos — cosb') . (C.0.23)
=0 m=—1
Dve osobine sfernih harmonika Yj:
21
/ Yim (0, ©)dp = 2700, Yi0(0, ©), (C.0.24)
0
21
0

Neka su koordinate vektora r i r’ date sa (1,6, ), odnosno (17,6, ¢’). Ugao izmedju ova dva
vektora obelezi¢emo sa . Adicioni teorem je dat sa

l

> Y0, Yim(0, ) . (C.0.26)

m=—

47

Fleosy) = 577

Primenom adicionog teorema dobijamo slede¢u, veoma korisnu formulu

\r—r’\ l+1rl+1 Yim

Z Z Vi (0, 0")Yim (0, ) - (C.0.27)
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Dodatak D

Beselove funkcije

Beselova diferencijalna jednacina, reda v:

>R  1dR v
cr 2 (1-Y ) Rr=0.
d:r;2+xdx+< x2>

Beselove funkcije reda +v:

Mg

0 - @ Esitn
o = () S5 )

Kada je parametar v ceo broj, tj. v =n vazi J_,(z) = (=1)"J,(x).
Nojmanova funkcija N, (z) (ili Beselova funkcija druge vrste)je data sa

j=0

Mg

J=0

J, cos(vm) — J_,,(m)'

sin v

N,(x) =

Beselove funkcije trece vrste ili Hankelove funkcije definisane su kao:

=

W(z) = J,(x)+iN,(z),
D(z) = J,(x)—iN,(z).

v

=

Rekurentne veze:

2
Qu—l + QV+1 = _VQm
xr
dQ)
Q,_1—Q, = 2—~,
1 +1 dl’
dQ()(iIZ')
ik S P O
dx 1(1’),

/0 ()l = a0(),
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(D.0.1)

(D.0.2)

(D.0.3)

(D.0.4)

(D.0.7)
(D.0.8)
(D.0.9)

(D.0.10)
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gde je Q, ={J,,N,, H,}. O
Asimptotika:
Kada je argument funkcije x < 1 imamo:

Jy(z) = ﬁ (g),, (D.0.11)
2 (ln2 40,5712 +...), v=0
N, (x) —>{ 1#2@)”’ ) Z#o. (D.0.12)

Za r > 1 imamo:

J,(z) = \/gcos(x - ”7” - 2), (D.0.13)
N,(z) = \/%sin(m - ”7” - %). (D.0.14)

TynpP
a

Nule Beselove funkcije v-tog reda obelezi¢emo sa x,,. Beselove funkcije J,(
¢ine ortogonalan skup funkcija na intervalu 0 < p < a,

), za fiksno v,

2

“ LTyn P Lyn! P a
/ dpp (LY 1 (Y — O )P (D.0.15)
0 a a 2

Proizvoljnu funkciju f(p) (0 < p < a) mozemo razviti u Furije-Beselov red:

Fp) =Y Ay (x,,ng) , (D.0.16)
n=1
gde je
A :—/ dppf(p)J, (x E) . (D.0.17)
" R g

Funkciju f(p) neprekidnuu na intervalu 0 < p < oo mozemo razloziti u Furije-Beselov integral

f(p) = /000 exdy (Ap)AdA, (D.0.18)

gde je v proizvoljan ceo broj. Koeficijente ¢y odredjujemo koristeci relacije ortogonalnosti

o 1
/ TN p)pdp = 5N~ X). (D.0.19)
0
Diferencijalna jednacina
>R  1dR v?
— -1+ = = D.0.2
e (e L (D.0.20)

naziva se modifikovanom Beselovom jednacinom. Njena reSenja su modifikovane Beselove funkcije
I(x)=i"J,(ix)i K,(x) = gi”*lH,sl)(ia:). One su linearno nezavisna resenja jednacine (D.0.20).
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